A16  Il potenzial-Vettore 



Le due equazioni di Maxwell che riguardano il campo di induzione magnetica B sono (in condizioni stazionarie):



		� INCORPORA Equation.2  ���	[A16-1]	;   	� INCORPORA Equation.2  ���	[A16-2]



Secondo la [1] è � INCORPORA Equation.2  ���; allora è possibile trovare un campo vettoriale A tale che sia � INCORPORA Equation.2  ���: infatti per qualunque vettore V è sempre div (rotV) = 0. 

A viene chiamato Potenzial-vettore del campo di induzione magnetica B .



Se F è un campo scalare, ne segue che W = grad F è un campo vettoriale irrotazionale, cioè abbiamo sempre rot W = 0.

Allora, se A’ = A + W abbiamo anche B’ = rot A’ = rot (A + W) = rot A + rot W = rot A + 0 = B :

il Potenzial-vettore A è definito a meno di un campo vettoriale W purché questo sia a sua volta gradiente di una funzione scalare arbitraria.



Dalla [2] si ha  � INCORPORA Equation.2  ���; dalle equazioni differenziali che ne risultano è possibile ricavare A in funzione della densità di corrente J.



Si procede per analogia formale(�) (�) con le equazioni del potenziale elettrostatico: anche ogni componente di A soddisfa l’equazione di Poisson ; si arriva quindi a :



	� INCORPORA Equation.2  ���	che portano a  � INCORPORA Equation.2  ��� 		[A16-3]



Nelle relazioni precedenti [3] il simbolismo va interpretato nel modo seguente:



P  indica il punto in cui si vuole calcolare  il Potenzial-vettore  A (P) (punto-campo) ;

Q  indica il punto dove la densità di corrente assume il valore J (Q) (punto-sorgente);

rQP indica la distanza fra i punti P e Q ;

d(Vol) indica l’elemento infinitesimo del Volume cui è esteso l’integrale.







Come semplice applicazione calcoliamo ora il Potenzial-vettore per il campo B prodotto dalla corrente I  
che percorre un filo rettilineo
 disposto secondo l’asse Y . 

Volendo applicare le [3] in questo caso, dobbiamo notare che J  ha componente non nulla solo lungo il conduttore (cioè l’asse Y);  quindi il primo ed il terzo integrale si annullano identicamente. Nel secondo (che fornisce Ay) l’elemento di volume d(Vol)  può essere scritto come � INCORPORA Equation.2  ���, avendo indicato con � INCORPORA Equation.2  ��� l’area della sezione retta del  conduttore (molto piccola, al limite infinitesima, se il conduttore è filiforme ma costante lungo il conduttore stesso) e con dy l’elemento di lunghezza del conduttore (che genera il campo dB cui è associato il Potenzial-vettore dAy). Possiamo quindi scrivere 



� INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���� INCORPORA Equation.2  ���		[A16-4]

 

Ma nella [4] � INCORPORA Equation.2  ��� rappresenta proprio la corrente I (indipendente da Y) che circola nel conduttore; nell’integrale è � INCORPORA Equation.2  ��� la distanza del punto P (in cui si calcola A) dall’elemento di conduttore dy (punto Q). La quantità � INCORPORA Equation.2  ��� è costante (nell’integrale) per ogni punto P  perciò l’integrale diviene

 � INCORPORA Equation.2  ���				[A16-5]

I limiti di integrazione sono le coordinate (Y) dei punti estremi del conduttore filiforme ; se esso è indefinito (come nel  problema classico), l’integrale diverge !  Una situazione analoga si incontra nella ricerca del potenziale elettrostatico di una distribuzione di carica rettilinea e indefinita. Come in quella circostanza, il divergere dell’integrale è imputabile al fatto che qui le correnti (là le cariche) non sono tutte confinate al finito ma si estendono fino all’infinito. E’ quindi lecito calcolare il Potenzial-vettore con le [3] soltanto quando tutte le correnti (J) sono confinate in un volume finito.



Anche nel caso precedente, in cui l’integrale [5] diverge, è però ancora possibile trovare una soluzione per il Potenzial-vettore se si parte direttamente dalle espressioni di B, note per la nostra distribuzione di corrente.

Infatti, noti Bx e Bz dalla legge di Biot-Savart (essendo, come già rilevato, � INCORPORA Equation.2  ��� ) abbiamo:



� INCORPORA Equation.2  ���	 



da cui 	si ricava immediatamente    � INCORPORA Equation.2  ���    come si può facilmente verificare.





�Anche il calcolo diretto del Potenzial-vettore per un campo B uniforme, come è quello che ci si ritrova all’interno di un solenoide rettilineo indefinito (per es. a sezione circolare, di raggio R), va incontro, per le medesime ragioni, alle stesse difficoltà analitiche (integrale che diverge). 

Occorre quindi partire anche qui dal campo B conosciuto.



Si può notare che (� ) se l’asse del solenoide (e quindi  anche il campo)  è orientato secondo l’asse X  (� INCORPORA Equation.2  ��� e quindi By = Bz = 0),  la componente di A parallela allo stesso asse X deve essere identicamente nulla e quindi  esistono solo le componenti Ay e Az   .



Data la simmetria (cilindrica) del problema, anche A deve rispettare questa simmetria; quindi :

o si presenta radiale (come il campo E di una distribuzione di carica rettilinea indefinita) ;

o si presenta con linee circolari chiuse.(� )



La soluzione (1) però non può essere accettata in quanto un campo radiale deve avere divergenza non nulla ( e invece per la scelta di gauge abbiamo assunto nulla (�) la divergenza di A ) ; resta quindi la soluzione (2),  a circuitazione non nulla .



Da 	� INCORPORA Equation.2  ���   segue	� INCORPORA Equation.2  ���  e, per il teorema di Stokes, il flusso del  Rotore di A eguaglia la circuitazione di A stesso  � INCORPORA Equation.2  ���	dove S rappresenta una superficie che abbia la linea � INCORPORA Equation.2  ��� come contorno.



Presa quindi per ragioni di simmetria come linea � INCORPORA Equation.2  ��� una circonferenza di raggio � INCORPORA Equation.2  ���, che passa per il punto P, disposta in un piano normale all’asse X e concentrica con il solenoide, la superficie S diviene il cerchio racchiuso dalla circonferenza stessa. Quindi, per il modulo A si ricava:

	� INCORPORA Equation.2  ���  	da cui 	      � INCORPORA Equation.2  ���        con  � INCORPORA Equation.2  ���
 
   
 
[A16-6]


 A cresce linearmente dal centro al bordo del solenoide, dove raggiunge il suo valor massimo; è tangente alla circonferenza di raggio � INCORPORA Equation.2  ��� e il verso è quello dettato dalla regola della mano destra.





Il lettore che voglia poi approfondire altri usi del Potenzial-vettore può trovare sviluppati nella letteratura alcuni problemi. 



Per esempio in “La Fisica di Berkeley” vol. 2° pag. 290, a proposito della mutua induzione, è dimostrato come sia sempre M12 = M21 (fare attenzione al sistema di Unità usato). 

Analoga dimostrazione in Lovitch-Rosati “Elettromagnetismo e Ottica” pag. 156 (3a ediz.).



Una discussione sul campo B di una piccola spira si trova in “La Fisica di Berkeley” vol. 2° pag. 417 o in Bobbio-Gatti “Elettromagnetismo e Ottica” pag. 275  §7.7  (o ancora in Lovitch-Rosati “Elettromagnetismo e Ottica” pag. 124 (3a ediz.) dove però
, in questo caso,
 non si fa uso del Potenzial-vettore). 



Ricordare infine il quadrivettore dei Potenziali Elettromagnetici! Vedi: Lovitch-Rosati “Elettromagnetismo e Ottica” pag. 312 (3a ediz.).
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� Vedi anche Bobbio-Gatti  “Elettromagnetismo - Ottica”  § 7.5 (pag. 268) e § A.17 (pag. 753)

  oppure AA.VV. “La Fisica di Berkeley”  Vol. 2°  “Elettricità e Magnetismo”  § 6.3 (pag. 230) 

Attenzione: in  quest’ultimo testo  non si  usano Unità del S.I.



� Nel corso del procedimento, fra le arbitrarietà che la soluzione di una equazione differenziale concede, si assume (gauge di Coulomb) che sia divA = 0 ; si può dimostrare che questa scelta è lecita (e conveniente per campi statici); per campi dipendenti dal tempo risulta più opportuna la scelta (di Lorentz) : � INCORPORA Equation.2  ���  dove � INCORPORA Equation.2  ���rappresenta una opportuna funzione Potenziale scalare (vedi anche Lovitch-Rosati “Elettromagnetismo e Ottica” a pag. 271 della 3a ediz.).

� vedi anche Morosi “Problemi di Fisica II per l’Università”  es. 11 pag. 384 e seguenti 



� Si affronta una discussione analoga a proposito del campo E  che insorge in presenza di un campo B uniforme e variabile nel tempo.


 


� In  condizioni stazionarie infatti è div J = 0 da cui anche div A = 0.
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