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E-M Appendice - 12

A-12  Onde elastiche trasversali su una fune omogenea.
Sia data una fune elastica molto lunga (teoricamente infinita), omogenea, di densità 
[image: image31.wmf] (densità lineare = massa dell'unità di lunghezza), fissata agli estremi e mantenuta tesa con una forza T costante (ad esempio mediante una molla attaccata alla estremità lontana della fune stessa). Supponiamo di trascurare gli effetti della forza peso; pertanto, a riposo, la fune si presenta di forma rettilinea. 

Scegliamo un sistema di riferimento con l'origine O  coincidente con l'estremo sinistro della fune e l'asse X  coincidente con la fune stessa in condizioni di riposo. 

Se spostiamo bruscamente l'estremità O in direzione perpendicolare alla direzione della fune applicando temporaneamente una forza F esterna e, altrettanto rapidamente, riportiamo l'estremo O nella sua posizione originale, si osserva che la perturbazione introdotta in O si propaga lungo la fune verso la destra (cioè nel verso delle X crescenti), con una certa velocità v; se la deformazione della fune è abbastanza piccola, in ogni istante, lo spostamento dalla posizione di equilibrio è, con buona approssimazione, perpendicolare alla fune e quindi anche alla direzione lungo la quale si propaga la perturbazione stessa: diciamo che sulla fune si propaga un'onda trasversale.

Descriviamo quindi la perturbazione specificando in un istante t lo spostamento 
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 del punto generico (di coordinata X) dalla sua posizione di equilibrio.

[image: image1.wmf]r


Chiamiamo Asse 
[image: image3.wmf]x

, l'asse del sistema di riferimento lungo il quale avviene lo spostamento 
[image: image4.wmf]x

, asse che si presenta perpendicolare all'asse  X.
Studiamo la perturbazione 
[image: image5.wmf]x

 come funzione della coordinata X  e  del tempo t.

Si fa riferimento alla figura Fig.A12-0.

Nel tratto di fune perturbato pensiamo di isolare un tratto infinitesimo lungo dX  (fra i punti P1 e P2 , rispettivamente di coordinate X e X + dX).

La parte rimanente della fune che si trova a sinistra del punto P1  applica al tratto dX  la Forza F1 diretta lungo la tangente alla fune in quel punto (P1), tangente che forma in P1 un angolo 
[image: image6.wmf]1
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 con l'asse X ; all'estremo destro di dX, , la parte rimanente della fune che si trova a destra di P2 applica al tratto dX la Forza F2 diretta lungo la tangente alla fune in quel punto (P2), tangente che forma in P2 un angolo 
[image: image7.wmf]2
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 con l'asse X.
Il moto del tratto dX avviene sotto l'azione delle due forze F1 e F2. Se, come ipotizzato all'inizio, le deformazioni sono abbastanza piccole,  si può pensare che gli spostamenti lungo l'asse X siano trascurabili; perciò il tratto dX  oscilla unicamente lungo l'asse 
[image: image8.wmf]x

 , cioè trasversalmente rispetto alla fune. L'equazione del moto si ricava da 
 EMBED Equation.3  
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 proiettata lungo l'asse 
[image: image10.wmf]x
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Per piccole deformazioni si può anche assumere che la tensione T della fune risulti invariata, perciò le componenti di  F1 e F2  lungo l'asse 
[image: image11.wmf]x

 si possono scrivere:
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(per piccole deformazioni).

Osservando che 
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 sono di segno opposto (
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 è diretta verso il basso e la si assume negativa) abbiamo infine:
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 è la massa  e 
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 è l'accelerazione del tratto dX di fune.

** Si è fatto uso del simbolo di derivata parziale perché, come si è detto sopra, la 
[image: image19.wmf]x

 è funzione sia del tempo t che della coordinata X .

Si osservi che 
[image: image20.wmf]J
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 è, in ogni punto, la pendenza della curva 
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 ; quindi possiamo scrivere 
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 . Si osservi anche che la differenza 
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 rappresenta la variazione 
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 ai capi del tratto infinitesimo dX. 

Possiamo perciò scrivere  
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 e in definitiva otteniamo:
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Semplificando per  dX  e riordinando, si ottiene  
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 che è la equazione differenziale delle onde (che si propagano con velocità 
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A-12a  Fune non omogenea 

Sia data una fune elastica tesa e molto lunga, composta di due tratti di densità (lineari) differenti: . 

Di conseguenza sono k1 e k2 i numeri d’onda delle onde che si propagano nei due tratti di fune.

Le onde Incidente, Riflessa e Trasmessa  sono rispettivamente (se I,R,T sono le rispettive ampiezze):






(si propaga nel mezzo 1)






(si propaga pure nel mezzo 1  ma  è regressiva : - V)






(si propaga nel mezzo 2)

Assumiamo l’origine del sistema di riferimento nel punto O di giunzione (x = 0)

Per la continuità della fune  nell’origine deve essere 


Per la continuità della forma (pendenza ovvero tangente) 


da cui il sistema (nelle ampiezze):





Ricavando T dalla prima, sostituendolo nella seconda e riordinando si ha :






e ricordando che 






L’onda riflessa è invertita di fase quando V2 < V1 e si annulla per V2 =  V1  .




A-12b Energia trasmessa dalle onde.
Sia data una fune elastica, sottile,  molto lunga, di densità (lineare)  , tesa con tensione T. All’estremo sinistro è applicata la Sorgente che imprime alla fune i movimenti trasversali (può essere una camme collegata a un dispositivo meccanico o, al limite, anche la mano)

La sorgente applica all’estremo della fune la forza F .
















Fig.[A12-2]






Fig.[A12-3]



A sinistra (Fig. 2) è mostrato il caso in cui la fune si trovava a riposo (cioè lungo l’asse X) e la forza F la sta spostando verso l’alto; a destra (Fig. 3), dopo un certo intervallo di tempo, la forza F sta riportando la fune verso l’asse X.

La Potenza trasmessa dalla sorgente alla fune vale sempre 

 essendo V la velocità dell’estremo sinistro della fune. Sia la forza che la velocità di spostamento della fune giacciono lungo l’asse  , perciò prendiamo in considerazioni soltanto le loro componenti scalari lungo detto asse (rispettivamente 

 e 

 )  e nel prodotto scalare il coseno è =1.

Sia 

 l’equazione dell’onda che si propaga sulla fune

Dalle figure 2 e 3  possiamo scrivere :



   

Il segno meno deriva dal fatto che se F è diretta verso l’alto (Fig.2), la pendenza della fune 

 è negativa; se F è diretta verso il basso (quindi negativa)(Fig.3) la pendenza della fune è positiva: in ogni caso il prodotto è sempre negativo.

Eseguendo le derivate appropriate, si ha :


 







 EMBED Equation.2  

e


 
quindi abbiamo:   

Potenza trasmessa dalla sorgente alla fune


In ogni caso il (coseno)2  è sempre positivo : quindi la potenza (e anche l’energia) trasmessa è sempre positiva (cioè la Sorgente cede sempre energia alla fune)

Risulta inoltre che l’energia trasmessa alla fune è proporzionale al quadrato dell’ampiezza dell’onda.

Considerazioni analoghe possono esser ripetute per ogni punto P della fune; in questo caso F è la forza applicata dalla parte della fune che resta a sinistra di P sulla parte che sta a destra: lungo la fune l’onda trasmette energia.
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