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Onde  Appendice 17


A-17  Interferenza fra N sorgenti coerenti.







Sono date N sorgenti puntiformi di onde monocromatiche, lunghezza d’onda , di ampiezza  , coerenti; le sorgenti, in fase tra loro, sono disposte lungo una retta, equispaziate di a .

L’ampiezza risultante, a grande distanza ( 

) si può ricavare dalle figure A-17-1a e 1b.

A grande distanza (all’infinito), le onde che si propagano in direzione perpendicolare al piano che contiene le sorgenti ()(figura 1a), giungono in fase.

Sempre all’infinito, lo sfasamento fra le onde emesse da due sorgenti adiacenti nella direzione che forma un angolo  con la normale al piano che contiene le sorgenti, è:








L’ampiezza dell’onda risultante dalla sovrapposizione delle N onde più o meno sfasate si può calcolare con l’ausilio della figura 1b. In essa si è preso N = 5.

Nella poligonale di Figura 1b ogni lato ha lunghezza ; nei triangoli isosceli il lato vale 

 ; 

se O è il centro della circonferenza circoscritta alla poligonale, l’angolo al centro è N   .

In definitiva 





[1]

che,  per  che tende a zero (cioè  per  che tende a zero) dà  


(massimo centrale)

(Al fine di calcolare il limite per  che tende a zero , ricordare gli sviluppi di     


per N pari :  



per N dispari:  


e dividere per 
sen )
.

I minimi dell’intensità  (zeri) si trovano in corrispondenza degli zeri del numeratore, cioè quando  soddisfa la [2] :




     cioè      

(con m = 0,1,2,3...)


[2]

Quando, in corrispondenza degli zeri del numeratore, si annulla anche il denominatore, si ha di nuovo un massimo di ampiezza ancora  

  .

( Infatti,  come visto qui sopra,   


 quando 

 )

La figura 1b è stata realizzata con 5 sorgenti. 



L’andamento generale dell’ampiezza  e dell’intensità 

 in funzione dello sfasamento  , è riportato nelle figure  2a e 2b (per 5 sorgenti) : In ascissa figura lo sfasamento in multipli di    -  In ordinata si sono riportate l’ampiezza e la intensità , avendo scelto per semplicità 0 = 1


(Figura  A-17-2a)

  
 5 Sorgenti     

    (Figura A-17-2b) 
    ampiezza 





intensità = (ampiezza)2 = 


Sotto alle figure [...b] si è riportata anche l’ampiezza per i riferimenti di fase; si noti che:

· le ampiezze  sono alternativamente positive e negative, mentre le intensità (ampiezza)2 sono ovviamente sempre positive;

· gli zeri dell’intensità corrispondono agli zeri dell’ampiezza.





     (Fig. A-17-3a)


Con 6 sorgenti


    (Fig.3b)

---------------------------------------------------------------





(Fig. A-17-4a)

         Con 10 sorgenti.

(Fig. 4b)

----------------------------------------------------------------------

Si noti che nelle figure relative alle intensità [...b]

· fra due massimi principali (che corrispondono all’annullarsi contemporaneo del numeratore e del denominatore della [1]) ci sono sempre N -1 zeri e N -2 massimi secondari;

· i massimi secondari non hanno intensità (altezza) identica: quelli nella zona centrale sono meno intensi di quelli che si “addossano” ai massimi principali;

· al crescere del numero N di sorgenti, i massimi principali si restringono (in “larghezza”) e i massimi secondari diminuiscono di intensità  (se si tratta di un sistema di “antenne a schiera” , crescendo il numero di sorgenti, il sistema diviene più “direttivo” : si passa dal massimo principale ad uno zero adiacente per uno spostamento angolare  molto piccolo).

L’andamento della funzione per vari sfasamenti  può essere intuita graficamente con le figure seguenti (che usano i fasori  per 6 sorgenti) : per sfasamenti di 60° e 120° si hanno zeri [non si sono disegnati gli zeri corrispondenti a 180° (banale) , 240° (figura simile al caso 120°) e 300°(figura simile al caso  60°) ].      I  4  massimi secondari si formano per 

 =  3cioè   90° , 150° , 210° , 270° )  ;

i  5 minimi (zeri) per = (cioè  60° , 120° , 180° , 240° , 300°).  




Il metodo può essere ulteriormente sviluppato sulla base delle considerazioni seguenti.

La poligonale dei fasori rappresenta la addizione dei contributi provenienti dalle singole sorgenti; il vettore che “chiude” la poligonale è la somma di questi contributi. Ricordando la teoria elementare dell’algebra vettoriale si pensi che la somma di più vettori può essere costruita partendo dalle componenti cartesiane dei singoli vettori addendi; più precisamente: dati N fasori (cioè N sorgenti  coerenti, ciascuna delle quali fornisce un contributo di ampiezza 

) per la componente XRis  della somma vale  

  e analogamente  

 

Pertanto il quadrato del modulo del vettore risultante (cioè l’intensità della perturbazione risultante) 

si ricava come 

 



 [1]

Se 

 è una fase generica di riferimento (che può anche essere scelta =0, nel caso in cui si consideri come fase di riferimento [=0] quella del primo contributo [i = 1] ) esplicitando la [1], si può scrivere:





               [2]

dove i  è l’indice che individua la generica sorgente Fi  e 

 (

) è lo sfasamento fra fasori consecutivi. Se le sorgenti sono equispaziate (distanza fra esse = a) la differenza dei cammini percorsi dai contributi provenienti da sorgenti adiacenti è 

 . Come si è accennato anche nel commento alla soluzione del problema d’esame proposto il  10-9-1998 (vedi Soluzioni 1998), in alternativa al metodo grafico, il metodo qui proposto si presta a calcolare l’ampiezza (e l’intensità) della perturbazione risultante anche se non sono “attive” tutte le N  sorgenti,. Nel caso in cui vengano oscurate alcune sorgenti, le sommatorie vanno estese unicamente alle sorgenti “attive” , sopprimendo di volta in volta i contributi “mancanti”.  La [2] si presta quindi sia a discutere analiticamente il valore e l’andamento della funzione al variare di 

 , sia come base di partenza per riportare in grafico la stessa. Si noti che nell’ampiezza = +

 si perde l’informazione sul segno e quindi l’informazione sulla fase; d’altra parte fisicamente può essere più rilevante l’informazione fornita dall’intensità che è proporzionale alla potenza trasportata dall’onda e quindi all’energia raccolta sullo schermo dove si forma la figura di interferenza.

Si vedano, a questo proposito, gli esempi riprodotti in Soluzioni 1998- Ottica del 10-9-98. 

Nella pagina seguente si riportano i casi terzo e quarto di quel problema:  date 8 sorgenti  Fi  identiche equispaziate (su una retta), valutare l’ampiezza risultante quando manchino F4, F5 (Fig. A17-7) oppure quando manchino F4, F7, F8 (Fig.A17-8) . Nel problema si richiede di valutare la Ampiezza, senza riferimenti alla fase relativa. Si sono qui riportati i moduli di 

; si ricordi però che alternativamente l’ampiezza cambia segno dopo ogni zero. Si riportano per confronto anche le intensità (

) : caso 3 (Fig. A17-9) caso 4 (Fig. A17-10). Come si vede, il grafico dell’intensità, per restare in scala, diviene meno leggibile perché i massimi secondari, in proporzione, perdono rilevanza.(Nella Fig.A17-10 sembrano presenti Zeri che in realtà non esistono!).

In ascissa si riportano gli sfasamenti 

 in multipli di 

; in ordinata le ampiezze (o le intensità) in unità arbitrarie.

Può essere infine interessante riportare 

 in un diagramma polare  per ottenere il diagramma di radiazione di un sistema di antenne a schiera. Viene riportata l’ampiezza in funzione dell’angolo (geometrico) sotto il quale le onde vengono irraggiate. Si è scelta una scala arbitraria conveniente per le grandezze in gioco.  Le Figure A17-12 e A17-13 si riferiscono ai due casi qui sopra ricordati; la Fig. A17-11, per confronto, si riferisce a tutte le (otto) sorgenti attive. Il sistema risulta molto più direzionale in quest’ultimo caso: la direzionalità cresce col numero di sorgenti attive. Negli altri casi sono più evidenti dei lobi laterali, indesiderati in una antenna direttiva: sono  antenne “irregolari”.
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Fig. A17-7 Ampiezza: mancano F4,F5


Fig. A17-8 Ampiezza: mancano F4,F7, F8
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Fig. A17-9 Intensità: mancano F4,F5


Fig. A17-10 Intensità: mancano F4,F7, F8
Diagrammi Polari
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Fig. A17-11 (8 sorgenti attive)
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Fig.A17-13






mancano F4, F7, F8
  Fig.A17-12



  mancano F4 e F5


Per esigenze “estetiche” i diagrammi polari  non sono stati realizzati sotto le stesse condizioni sotto le quali si sono realizzate  le figure precedenti.
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