Variazione di entropia nel problema della "vasca da bagno".







Sono dati i corpi  di capacità termica C1  e C2 ,  alle temperature iniziali  T1  e T2  (con  T1 < T2 ), isolati dal resto dell'Universo. Posti direttamente a contatto fra loro si portano (irreversibilmente) alla temperatura intermedia Tx data da (vedi alla fine *** per una traccia del calcolo):












[1]

La variazione di entropia dell'Universo corrispondente a questa trasformazione diviene (essendo T11 e  T22  le temperature istantanee):




;      
da cui
integrando



Per mostrare che  S è sempre  

   passiamo dai logaritmi ai numeri .

La condizione    


diviene
 quindi




Sostituiamo la  Tx   fornita dalla [1]  





 EMBED Equation.2  
 

estraendo la radice :     

   

e ancora:    

 


Poniamo ora 



 

e







Con passaggi si ottiene:



da cui finalmente (x è sempre >0)   

   da discutere :  è veramente 

 ?

I parametri  x ed y sono entrambi sempre > 0 ed entrambi sempre < 1.

Al variare della x risulta quindi che l’espressione FF   è sempre  >0  e  inoltre  




 

Ricordare che la condizione   


equivale alla condizione  

  .






*** Traccia per calcolare la [1]

Come ipotizzato, il sistema è isolato dal Resto dell'Universo. Per esso possiamo quindi affermare 
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; di conseguenza, dal Primo Principio; risulta anche 
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Pertanto la somma algebrica delle variazioni dell'energia interna delle due parti in cui è suddiviso il Sistema deve essere uguale a zero; si può quindi scrivere:
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 da cui, con pochi passaggi, la [1].
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[elay]

[l1]

	0

[pg]

	20

	17 0 12 512 256 0 0 65535 65535 Standard	65535 0 0	0 0 0 0 0 0 0 65535 0 0 65535 0 0 0 0 0

	38 0 25 512 0 0 0 65535 2 Standard	65535 0 0	0 0 0 0 0 0 0 65535 0 0 65535 0 0 0 0 0

	68 0 6 512 0 0 0 65535 65535 Standard	65535 0 0	0 0 0 0 0 0 0 65535 0 0 65535 0 0 0 0 0

	92 0 5 512 0 0 0 65535 65535 Standard	65535 0 0	0 0 0 0 0 0 0 65535 0 0 65535 0 0 0 0 0

	113 0 25 512 0 0 0 65535 2 Standard	65535 0 0	0 0 0 0 0 0 0 65535 0 0 65535 0 0 0 0 0
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[edoc]

<+B><:#322,9025><+!>TRASFORMAZIONI   tra   SISTEMI   di   COORDINATE<-!>



<:#322,9025>



<:#322,9025>



<+B><:#230,9025><:f200,,>Figura Ap-001



<+B><:#322,9025>



<+B><:#322,9025>



<+B><:#322,9025><:f280,QCourier New,0,0,0><+!>Cartesiane   <-!><:f><:f240,2Symbol,0,0,0> 

</k> <:f><+!><:f280,QCourier New,0,0,0>   Sferiche<-!>



<:#322,9025>



<:#322,9025>



<:#346,9025><:f240,2Times New Roman,0,0,0>	<:f280,2Symbol,0,0,0>r<+&>2<-&>  =  

<:f>X<+&>2 <-&> +  Y<+&>2<-&>  +  Z<+&>2<-&>     			X  = <:f280,2Symbol,0,0,0>r  

<:f>Sin<:f280,2Symbol,0,0,0> J<:f>  Cos<:f280,2Symbol,0,0,0> j<:f>



<:#322,9025>



<:#346,9025>	Cos <:f280,2Symbol,0,0,0> J <:f> =   Z / <:f280,2Symbol,0,0,0>r<:f>				Y  = 

<:f280,2Symbol,0,0,0>r  <:f>Sin<:f280,2Symbol,0,0,0> J<:f>  Sin<:f280,2Symbol,0,0,0> j<:f> 



<:#322,9025>



<:#346,9025>	Tan  <:f280,2Symbol,0,0,0>j<:f>  =  Y  /  X 				Z   =<:f280,2Symbol,0,0,0>  r 

<:f>Cos <:f280,2Symbol,0,0,0>J <:f> 



<:#322,9025>



<:#322,9025>



<+&>     <:p<* >>



<:#322,9025><+&>	<-&><+!>TRASFORMAZIONI   tra   SISTEMI   di   COORDINATE<-!>



<:#322,9025><+!>



<:#322,9025><+!>



<+@><:#322,9025>



<+@><:A9>



<+B><:#230,9025><:f200,2Times New Roman,0,0,0>



<+B><:#230,9025><:f200,2Times New Roman,0,0,0>



<+B><:#230,9025><:f200,2Times New Roman,0,0,0>



<+B><:#230,9025><:f200,2Times New Roman,0,0,0>Figura Ap-002<:f>



<+B><:#307,9025><+!><:f280,QCourier New,0,0,0>



<+B><:#307,9025><+!><:f280,QCourier New,0,0,0>



<+B><:#322,9025><+!><:f280,QCourier New,0,0,0>Cartesiane   <-!><:f><:f240,2Symbol,0,0,0> 

</k> <:f><+!><:f280,QCourier New,0,0,0>   Cilindriche<-!><:f>



<:#322,9025>



<:#322,9025>



<:#322,9025>



<:#346,9025>	r<+&>2 <-&> =  X<+&>2<-&>  +  Y<+&>2<-&>  				X  =  r  Cos <:f280,2Symbol,0,0,0>j<:f>



<:#341,9025><:f280,2Symbol,0,0,0>



<:#346,9025><:f280,2Symbol,0,0,0>	<:f>Tan <:f280,2Symbol,0,0,0>j<:f> =  Y  /  X 

				Y  =  r  Sin <:f280,2Symbol,0,0,0> j



<:#341,9025><:f280,2Symbol,0,0,0>



<:#341,9025><:f280,2Symbol,0,0,0>	Z  = Z						Z  =  Z



<:f280,2Symbol,0,0,0><:p<* >>



<+C><:#274,9025><:f240,,><+!>DERIVATA<-!>



<+C><:#274,9025><:f240,,>



<+C><:f240,,>Data la funzione <+">  w = f(x)<-"><+">  <-"><:f><:f240,,> si possono costruire gli incrementi  

<:f240,2Symbol,0,0,0>D<:f240,2Times New Roman,0,0,0><+">x<-"><:f><:f240,2Symbol,0,0,0> 

<:f> e  <:f240,2Symbol,0,0,0><-">D<:f><+">w<-"><+"> <-"><-"><-"><:f240,,> rispettivamente della variabile indipendente 

<+">x<-">  e della variabile dipendente <+">w<-"><:f><:f240,,> ; la 

<+!>derivata<-!> della <+">w<-"> (che per il momento chiameremo <+">(Dw)<-">) 

<\h> definita come il limite  (se esiste , finito)  del rapporto incrementale  

<:A23>  , quando <:f><:f240,2Symbol,0,0,0>D<:f240,2Times New Roman,0,0,0><+">x<-"><:f><:f240,,>  tende a zero.



<:#274,9025><:f240,,>



<+C><:f240,,>	<:A24>		<[>1]



<+C><:#274,9025><:f240,,>



<+C><:#274,9025><:f240,,>



<+C><:#274,9025><:f240,,><+!>DIFFERENZIALE<-!>



<+C><:#274,9025><:f240,,>



<+C><:f240,,> <:f>Per definizione (vedi la <[>1])  il  limite di <:f240,,> 

<:A25>  <\h> la derivata <+">(Dw)<-">; perci<\r> 



<+C><:#274,9025><:f240,,>



<+C><:f240,,>	<:A26>						<[>2]



<+C><:#274,9025><:f240,,>



<:#322,9025><:f240,,>dove <:f240,2Symbol,0,0,0> e<:f>  <\h> un infinitesimo con  

<:f240,2Symbol,0,0,0>D<:f240,2Times New Roman,0,0,0><+">x<-"><:f>  (cio<\h> tende a zero, quando 

<:f240,2Symbol,0,0,0>D<:f240,2Times New Roman,0,0,0><+">x<-"><:f>  tende a zero).



<:#322,9025>



<:#322,9025>La <[>2] pu<\r> anche essere scritta



<:#322,9025>



	<:A27>					<[>3]



<:#322,9025>



<+C><:#966,9025>Salvo il caso in cui fosse  <+">(Dw)<-"> =<+"> 0<-"> , l'ultimo termine al secondo membro della <[>3] tende a zero pi<\y> rapidamente dell'altro termine che vi compare;  quest'ultimo (chiamato anche la parte principale)



<+C><:#322,9025>



	<:A28>					<[>4]



<:#322,9025>



<:#327,9025><\h>  detto il  <+!>differenziale di w<-!>.



<:#322,9025>



<+C><:#601,9025><:f220,,>Si noti che l'incremento  <:f220,2Symbol,0,0,0>D<:f220,2Times New Roman,0,0,0><+">x<-"><:f220,,>  della variabile indipendente coincide col suo differenziale 

<+">dx<-"> <:f><:f220,,>; infatti se <+">w=x  , <-">per definizione 

<\h>  <+">dw =<-"><:f220,2Symbol,0,0,0><+"> <-">1.D<:f220,2Times New Roman,0,0,0><+">x 

<-"> ,  quindi   <+">dx  =<-"><:f><:f><:f220,2Symbol,0,0,0><+"> <-">D<:f220,2Times New Roman,0,0,0><+">x 

<-"><:f>.



<+C><:#508,9025><:f220,,>Si noti ancora che n<\i> gli incrementi n<\i> i differenziali devono essere necessariamente infinitesimi, anche se nelle applicazioni spesso sono assunti come tali.



<:#322,9025>



<+C><:#966,9025>Dalla <[>4], dividendo per <+">dx<-"> , si ricava direttamente  la notazione pi<\y> comune per la derivata cio<\h> : 

<+">  (Dw) = dw/dx<-"> ; essa risulta quindi proprio il rapporto di due differenziali



<+C>.<:p<* >>



<:#322,9025><+!>DERIVATE    PARZIALI<-!>



<:#322,9025>



<+C><:#1937,9025>Sia data ora una <+">w<-"> funzione di pi<\y> variabili  indipendenti :  

<+">w = f(x,y,..z,..t..) <-"> ; le derivate di <+">w<-"> dipendono dalle condizioni imposte  agli incrementi delle variabili indipendenti. Se si impone che 

<+#>tutti gli incrementi delle variabili indipendenti siano nulli tranne uno<-#>, costruendo il rapporto incrementale relativo a quella variabile e passando al limite, se il limite esiste finito si ottiene quella che vien chiamata  la 

<+!> derivata  parziale  della <+">w<-!><-"><-">.



<+C><:#644,9025>Per esempio data la <+">  w = f(x,y,z)<-"> , per un incremento <:f240,2Symbol,0,0,0> D<:f><+">x<-">  della sola variabile 

<+">x <-"> (cio<\h> mantenendo sia <+"> y <-">, sia  <+">z<-">  costanti) si pu<\r> scrivere : 



<+C><:#322,9025>



<+C>	<:A29>	<[>5]



<:#322,9025>



<:#322,9025>Analogamente per <+"> y<-"> , <+">z<-"> , etc.



<:#322,9025>



<+C>Si noti che, a differenza di quanto detto per la derivata e il differenziale di una funzione di una sola variabile, il termine  

<:A31>  da solo non ha alcun significato e  la scrittura   <:A30>  

<\h> puramente simbolica; essa cio<\h>  <+#>non<-#>  rappresenta un rapporto.



<+C><:#322,9025>



<+C><:#644,9025>Dalla <[>5] e dalla definizione di limite si ottiene una espressione per gli 

<+">incrementi parziali<-">:



<+C><:#322,9025>



<+C>	<:A22>	<+">etc.<-">	<[>6]



<+C><:#966,9025>dove  <:f240,2Symbol,0,0,0>e<:f><+'>x<-'>  ,  <:f240,2Symbol,0,0,0>e<:f><+'>y<-'>  sono infinitesimi con 

<-"> <:f240,2Symbol,0,0,0>D<:f><+">x<-">  e  <:f240,2Symbol,0,0,0>D<:f><+">y<-"> . Le parti principali degli incrementi sono dette  i  

<+">differenziali parziali<-"> (con ovvia estensione ad altre variabili indipendenti):



<:#322,9025>



	<:A21>			<[>7]



<:#322,9025>



<+C><:#644,9025>Il <+">differenziale totale<-"> della funzione  <+">w<-">  <\h> la somma di tutti i differenziali parziali; cos<\l> per una funzione di due sole variabili indipendenti  

<+">w(x,y)<-">  abbiamo:



<:#322,9025>



	<:A20>							<[>8]



<:#322,9025>



<+C>Ricordare, come detto sopra, che   <:A32>    <+#>non<-#> <\h> una frazione e quindi   

<:A33>  non <\h> un  <+">dx<-">  "camuffato"; in altri termini, nella <[>8]  

<+#>non<-#>  <\h>  lecito semplificare  <:A34> .



<+C><:p<* >>



<:#327,9025><+!>DIFFERENZIALE   ESATTO<-!> 



<:#322,9025><+#>



<:#322,9025><+#>Non tutte le forme differenziali<-#> del tipo  :	



<:#322,9025>



	<:A19>						<[>9]



<:#322,9025><+#>



<+C><:#1288,9025>sono il differenziale <+#>totale<-#>  di una qualche funzione   (per esempio: 

<+"> <:f240,2Symbol,0,0,0><-">d<+'>1<-'><+"> =<:f><-"><+"> xdx + xdy<-"> non lo 

<\h> ; cio<\h> : non esiste una qualche funzione <+"> w = f(x,y)<-">  tale che il suo differenziale totale 

<+"> dw<-">  sia proprio  <+"> <:f240,2Symbol,0,0,0><-">d<+'>1<-'><+"> 

<-"><:f>; viceversa   <+"> <:f240,2Symbol,0,0,0><-">d<:f><+'>2<-'> =  

<+">ydx + xdy  <-"><\h> un differenziale esatto : infatti   il differenziale di<+"> w = xy  

<-"><\h> proprio   <+"> <:f240,2Symbol,0,0,0><-">d<:f><+'>2 <-'> ).



<:#322,9025>



<+C><:#649,9025>Quando una espressione differenziale <\h> proprio il differenziale totale di una funzione, essa allora 

<\h> spesso  chiamata  <+!>differenziale  esatto<-!>.



<:#322,9025> 



<:#644,9025>Affinch<\i> la <[>9] sia proprio il differenziale esatto di una funzione  

<+">w=f(x,y) , <-"> deve essere: 



<:#322,9025>



	<:A18>						<[>10]



<:#322,9025>



<+C><:#966,9025>e quindi , derivando la prima rispetto ad <+">y<-">  e la seconda rispetto ad  

<+">x <-"> (nell'ipotesi che  le derivate miste siano indipendenti dall'ordine di derivazione),  si trova la condizione 

<+">necessaria<-"> affinch<\i> la <[>9] sia un differenziale esatto :



<:#322,9025>



	<:A17>							<[>11]



<:#322,9025>



<+C><:#1288,9025>Sotto la condizione supplementare che il dominio in cui <\h> definita la 

<+">w<-"> sia <+">stellato<-"> (spazio <+">semplicemente connesso<-">), si potrebbe anche mostrare che la <[>11] 

<\h>  pure condizione <+">sufficiente<-">  (cio<\h>: <-#> se la <[>11] 

<\h> soddisfatta allora certamente esiste una funzione <+"> w=f(x,y)<-">  per la quale  

<\h>  <+">dw =  Mdx + Ndy<-">  ).



<:#341,9025><:f280,2Symbol,0,0,0>



<:f280,2Symbol,0,0,0><:p<* >>



@Intest. 1@<:#322,9025><+!>Derivata di un vettore a modulo costante.<-!>



<:#341,9025><:f280,2Symbol,0,0,0><-'>



<+C><:#649,9025><:f280,2Times New Roman,0,0,0>Sia dato il vettore <+!>V <-!><:f><:f280,2Times New Roman,0,0,0>(non nullo),<:f><:f280,2Times New Roman,0,0,0> in genere variabile nel tempo ma con 

<:f><:f280,2Times New Roman,0,0,0> modulo costante <:f><:f280,2Times New Roman,0,0,0> :



<+C><:#322,9025><:f280,2Times New Roman,0,0,0>		<:f><:f><+"> V<+'>x<-'><+&>2<-&> + V<+'>y<-'><+&>2<-&><+&> 

<-&> + V<+'>z<-'><+&>2<-&>  =  Cost.<-"> 				<[>1] 



<:#322,9025>



<:#322,9025>Deriviamo  la <[>1]  rispetto al tempo.



<+B><:#322,9025>



<+@>		<:A42><:f280,2Symbol,0,0,0>	<[>2]



<:#341,9025><:f280,2Symbol,0,0,0>



<:#322,9025><:f280,2Times New Roman,0,0,0>che, divisa per 2, <:f> porta a :



<:#322,9025>              



<:f280,2Symbol,0,0,0>		<:A35>		<[>3]



<:#341,9025><:f280,2Symbol,0,0,0>   <:f><:f280,2Symbol,0,0,0>        <:f>



<+C><:#1312,9025><:f280,2Symbol,0,0,0> <:f280,2Times New Roman,0,0,0>Il primo membro della <[>3]  rappresenta 

<:f><:f280,2Times New Roman,0,0,0>  il prodotto scalare fra il vettore 

<+!>V<-!>  (di cui <+"> V<+'>x<-'> , V<+'>y<-'> , V<+'>z<-'> <:f><-"> sono le componenti) 

<:f280,2Times New Roman,0,0,0>ed il vettore <+">d<-"><+!><+">V<-"><-!><+"> / dt<-">  (di componenti 

<+">dV<+'>x<-'> /dt , dV<+'>y<-'> / dt , dV<+'>z<-'> / dt<-"><:f> ).  Essendo dalla <[>3]  il prodoto scalare = 0 , possiamo trarre le seguenti conclusioni:  



<+C><:#322,9025>



<+C><:I0,170,283,0><:#327,9025>1) - o il vettore <+!>V<-!> <\h> nullo (contro l'ipotesi);



<+C><:I0,170,283,0><:#322,9025>



<+C><:I0,170,283,0><:#649,9025>2)-  o la derivata di  <+!>V<-!> <\h> nulla (vettore <+">costante<-"> non solo in modulo ma anche in 

	direzione e verso);



<+C><:I0,170,283,0><:#322,9025>



<:#327,9025>  3)-  o il vettore <+!>V<-!> ed il vettore <+">d<+!>V<-!> / dt<-">  

<+#><+">sono fra loro perpendicolari<-#>.<-">   



<:I0,170,283,0><:#341,9025><:f280,2Symbol,0,0,0>



<:I0,170,283,0><:#341,9025><:f280,2Symbol,0,0,0>



<:p<* >>



<+B><:#327,9025><+!>Regole di trasformazione <-!>  <+!>:  rotazione<-!> 



<:#322,9025>



<:#322,9025>



<:A8>



<:#322,9025>



<+B><:#230,9025><:f200,,>Figura Ap-003



<:#322,9025>



<:#322,9025>



<:#322,9025>



<:#322,9025>



<:#346,9025>	<:f280,2Symbol,0,0,0>x = <:f280,2Times New Roman,0,0,0> X Cos <:f280,2Symbol,0,0,0>j<:f280,2Times New Roman,0,0,0>   

<:f280,2Times New Roman,0,0,0>+  Y Sin  <:f280,2Symbol,0,0,0>j<:f>		X =  

<:f280,2Symbol,0,0,0>x<:f> Cos <:f280,2Symbol,0,0,0>j<:f>   -  <:f280,2Symbol,0,0,0>h<:f> Sin 

<:f280,2Symbol,0,0,0>j<:f>



<:#322,9025>



<:#346,9025><:f280,2Symbol,0,0,0>	h =  <:f280,2Times New Roman,0,0,0>Y Cos <:f280,2Symbol,0,0,0>j<:f280,2Times New Roman,0,0,0>   -   X Sin 

<:f280,2Symbol,0,0,0>j<:f>		Y =   <:f280,2Symbol,0,0,0>x <:f><:f280,2Times New Roman,0,0,0>Sin  

<:f280,2Symbol,0,0,0>j<:f>  +  <:f280,2Symbol,0,0,0>h<:f> <:f280,2Times New Roman,0,0,0>Cos 

<:f280,2Symbol,0,0,0>j<:f>



<:#322,9025>



<:#322,9025>



<:#322,9025>



<:#322,9025>	



<:#322,9025>	



<:#322,9025>



<:#322,9025>



<:#322,9025>



<:#322,9025>



<:p<* >>



<+B><:#322,9025>Il sasso che cade dalla torre 



<+@><:#322,9025>



<+@><:A7>



<+@><:#322,9025>



<+B><:#230,9025><:f200,,>Figura Ap-004



<+B><:#230,9025><:f200,,>



<+@><:f200,,><:p<* >>



<:#322,9025><+!>Momenti di vettori.<-!>



<:#322,9025>



<+C><:#654,9025>1)- Dato un punto <+">O<-"> <+">(polo<-">) e un vettore <+!>F<-!> applicato nel punto 

<+">P<-">, si definisce Momento di <+!>F<-!> rispetto ad <+">O<-">  il prodotto vettoriale:



<:#322,9025>



		<:A46>



<:#322,9025>



<:#327,9025>2)-  Momento rispetto ad un asse  <+">a <-">(individuato dal suo versore 

<+!>u<-!><+'>a<-'> ):



<:#322,9025>



		<:A47>	<:f280,,>proiezione di <:f280,2Symbol,0,0,0><+!>t<-!><:f> sulla retta 

<+">a<-">.<:f280,2Symbol,0,0,0><-!>



<+@><:#322,9025><:f280,,>



<+C><:#654,9025><:f280,,>3)-  Dati molti vettori <:f>applicati <+!><:f280,,>F<+'>i<-!><-'><:f> si chiama 

<+">risultante<-"> (<+!>R<-!>) il vettore (non applicato) somma dei vettori 

<+!>F<+'>i<-!><-'>.<-'><:f280,,><-'>



<:#322,9025>



<+C><:#649,9025>4)-  <:f280,,>Dati molti vettori <:f>applicati <+!><:f280,,>F<+'>i<-!><-'><:f> si chiama 

<+">momento risultante <-">(<+!>M<-!>)<+"> rispetto al polo O <-"> la somma dei momenti dei singoli vettori (valutati rispetto al polo 

<+">O<-">):



<:#322,9025>



		<:A48>



<:#322,9025>



<+C><:#649,9025>Il momento risultante dipende ovviamente dal polo <+">O<-">.  Ne risulta indipendente quando 

<+!>R<-!> = 0.



<+C><:#322,9025>



<+C><:#327,9025>5)-  <+">Asse centrale<-">: la retta luogo dei punti rispetto ai quali risulta minimo 

<+!>M.<-!>



<+C><:#322,9025>



<:#654,9025>6)-  Sistemi di vettori si dicono <+">equivalenti  <-">quando hanno lo stesso 

<+!>R<-!> e lo stesso <+!>M<-!> (ovviamente valutato rispetto allo stesso polo).



<:#322,9025>



<:#322,9025>



<+C><:#644,9025>7)-  <+">Riduzione di un sistema di vettori<-">: trovare un sistema equivalente in cui il numero di vettori risulti minimo.



<:#322,9025>



<+C><:#971,9025>8)-  Si potrebbe dimostrare che un qualunque sistema di forze si pu<\r> ridurre ad una forza risultante 

<+!>R<-!> e ad una coppia di momento <+!>M<-!>.  Si possono anche trovare sistemi equivalenti che soddisfano condizioni prefissate:



<+C><:#322,9025>



<+C><:I567,0,567,0><:#649,9025>a) un risultante <+!>R<-!> che passa per un punto assegnato (e il momento 

<+!>M <-!>che ne consegue);



<+C><:I567,0,567,0><:#654,9025>b) un momento risultante <+!>M <-!>parallelo ad una direzione assegnata (e il risultante 

<+!>R<-!> che ne consegue).



<+@><:f280,,><:p<* >>



<+@><:#322,9025><:f280,,><+!>Momento angolare, 2<+&>a<-&> equazione cardinale.<-!><-&>



<+@><:#322,9025><:f280,,>



<+@><:#322,9025><:f280,,>Momento angolare (o <+">momento della quantit<\`> di moto<-">)<:f><:f280,,><-">:



<+@><:#322,9025><:f280,,>	<:f>



<+@><:f280,,>	<:A54>



<+@><:#322,9025><:f280,,>



<+@><:#322,9025><:f280,,>Derivando rispetto al tempo <+">t<-"> :<:f>



<+@><:#322,9025><:f280,,>



<+C>	<:f280,,><:A6>



<+C><:#322,9025><:f280,,>



<+C><:#649,9025><:f280,,>Infatti la derivata di <+!>r<-!> <\h> la velocit<\`> <+!>v<-!> stessa e il prodotto vettoriale 

<+!>v<-!><:f><:f240,2Symbol,0,0,0> <\Y><:f><-!><:f280,,><+!>v<-!>  

<\h> ovviamente nullo.



<+C><:#322,9025><:f280,,>Per molti (<+">j<-">) punti materiali si definisce momento angolare risultante<:f>



<+C><:#322,9025><:f280,,>



<+C><:f280,,>	<:A55>



<+C><:#322,9025>



<+C><:#322,9025><:f280,,>e <:f><:f280,,>derivando rispetto a <+">t<-">:<:f>



<+C><:#322,9025><:f280,,>



<+C>	<:A56>



<+C><:#322,9025>



<+C><:#1625,9025><:f280,,>e, come gi<\`> fatto in altre circostanze, <:f><:f280,,> le forze 

<+!>F<-!><+'><+">j<-"><-'><-"><:f> che agiscono sui singoli  punti materiali 

<:f280,,><-!> <:f><:f280,,>si possono suddividere in forze interne 

<+!>F<-!><+'>i<-'><-'><-"><-'><:f>  e forze esterne <+!>F<-!><+'>e<-'> ; la somma delle forze interne 

<+!>F<-!><+'>i<-'>  <\h> nulla , per il terzo principio e, se il terzo principio vale nella forma forte (azione e reazione sono uguali ed opposte 

<+">ed hanno la stessa retta d'azione<-">), allora anche i momenti delle forze interne sono nulli; quindi resta:



<+C><:#322,9025>



<+C>	<:A57>	(<+!>2<+&>a<-&> equazione cardinale<-!>)<-&>



<:#322,9025>



<+C><:#649,9025>indicando  con  <+!>M<+'><-!>e<-'>  la somma di tutti i momenti  delle forze esterne applicate ai punti materiali 

<+">m<+'>j<-"><-'>  .<-'>



<:#322,9025>



<:#327,9025>Quando  <+!>M<+'><-!>e<-'>  fosse zero (<+#>sistema isolato<-#>) risulta allora  

<+!>L<-!> = costante :



<:#327,9025><+!>Principio di conservazione del momento angolare.<-!> 



<+C><:#322,9025>



<+C><:#322,9025>



<+C><:#322,9025>



<+@><:#322,9025><:f280,,>



<+@><:p<* >>



<+B><:f240,2Times New Roman,0,0,0><+!>Variazione di entropia nel<-!><:f><+!><:f240,2Times New Roman,0,0,0> problema della "vasca da bagno".<-!><:f><:A53>



<+B><:#230,9025><-!><:f200,,>Figura Ap-005



<+@><:#322,9025>



<+C><:#966,9025><:f280,2Times New Roman,0,0,0>Sono d<:f><:f280,2Times New Roman,0,0,0>ati i corpi  di capacit<\`> termica 

<+">C<+'>1<-"><-'>  e <+">C<+'>2 <-"><-'>, <-'><-'><:f> alle temperature iniziali  

<+">T<+'>1<-'><-">  e <+">T<+'>2<-"><-'>  (con  <+">T<+'>1 <-'><< 

<-"><+">T<+'>2<-'> <-">), isolati dal resto dell'Universo<-'><-'><-'><-'>. Posti direttamente a contatto fra loro si portano (irreversibilmente) alla temperatura intermedia 

<+">T<+'>x<-'><-"> data da :<-'>



<:#322,9025>



          <:A41>



<:#322,9025>



<+C><:#644,9025>La variazione di entropia dell'Universo corrispondente a questa trasformazione diviene (essendo 

<+">T<+'>11<-"><-'><-'>  e  <+">T<+'>22<-"><-'>  le temperature <+">istantanee<-">):<-'>



<:#322,9025>



<+C>	<:A40>    ;      da cui      <:A39>



<+C><:#322,9025>



Per mostrare che  <:f280,2Symbol,0,0,0>D<:f><+">S<-"> <\h> sempre 

<:A38>  passiamo dai logaritmi ai numeri :



<:#322,9025>



<:f><-'>La condizione  <:A49>



<:#322,9025>



Ponendo:  	.<:A50>   ;      <:A51>       e      <:A52>  ,  con passaggi



<:#322,9025>



	<:A37>		da cui (ancora con passaggi) : 



<:#322,9025>



	<:A36>	 da discutere :  <\h>  <;> = << 0    ??



<:#322,9025>



Al variare della <+">x<-"> <\h> sempre <+">FF<;>0 <-"> e 	<:A43>	 



<:#322,9025>



Ricordare che la condizione   <:A44><+">	<-">equivale alla condizione  

<:A45>



<:#322,9025>							



Vedi grafici.<:p<* >>



		<:A58>



<:#322,9025>



<:A59>



<:#322,9025>



<:#322,9025>



<:#322,9025>



<:#322,9025>



<:#322,9025> <:f200,,>(Math2/Win--zz\entrop1)



<:#322,9025>



<:p<* >>



<+B><:#408,9025><:f360,2Times New Roman,0,0,0><-!><+!>Prodotto   vettoriale<-!>



<+@><:#408,9025><+!><:f360,2Times New Roman,0,0,0>



<+@><:#408,9025><+!><:f360,2Times New Roman,0,0,0>



<+C><:S+-2><:#625,9025><:f360,2Times New Roman,0,0,0><+">Dati i vettori<-"> <+!> A <-!><:f><:f360,2Times New Roman,0,0,0><-!> 

<+">(di componenti<-"> <+">A<+'>x<-'>, A<+'>y<-'> ,A<+'>z<-"><-'> 

<+">)<-"> 



<+@><:S+-2><:#625,9025><+"><:f360,2Times New Roman,0,0,0>e<-"> <+!>B<-!>  <+">(di componenti  B<+'>x 

<-'>, B<+'>y<-'> ,B<+'>z<-'> <-"><:f><+"><:f360,2Times New Roman,0,0,0>),  



<+@><:S+-2><:#1281,9025><+"><:f360,2Times New Roman,0,0,0>il vettore  <+!><-">C  =  <-!><:f><:f360,2Times New Roman,0,0,0>(<+!>A 

<:f360,2Symbol,0,0,0><-!>L <+!>B<-!><:f><+!>)<-!><+!><:f360,2Times New Roman,0,0,0> 

<-!><+"> ,<-"><+">  prodotto vettoriale fra essi, risulta avere <-"><:f><+"><:f360,2Times New Roman,0,0,0> componenti:<-">



<+@><:S+-2><:#625,9025><:f360,2Times New Roman,0,0,0>	<+"><-'>(A<+'>y<-'>B<+'>z<-'>  -  <-"><+">A<+'>z<-'>B<+'>y<-'> )<-"> 

<+!>i     <-!>(<+">componente<-"><+"> secondo l'asse X)<-">



<+@><:S+-2><:#625,9025><:f360,2Times New Roman,0,0,0><-">	<+">(A<+'>z<-'>B<+'>x<-'>  -  A<+'>x<-'>B<+'>z 

<-'>) <+!><-">j<-!><-'><-'><-'><-'>   <+">  (componente secondo l'asse Y)<-">



<+@><:S+-2><:#625,9025><+"><:f360,2Times New Roman,0,0,0>	(A<+'>x<-'>B<+'>y<-'>  -  A<+'>y<-'>B<+'>x<-'>) 

<-"><+!>k<-!><-'><-'><-'><-'>    <:f><+"><:f360,2Times New Roman,0,0,0> (componente secondo l'asse Z)<-"><:f>



<+@><:S+-2><:#483,9025>



<+@><:S+-2><:#483,9025>Essi si possono ottenere sviluppando per esteso il prodotto vettoriale:



<+@><:S+-2><:#519,9025><+!>		A<-!><:f280,2Symbol,0,0,0> L <:f280,2Times New Roman,0,0,0><+!>B<-!> = (<+">A<+'>x<-'> 

<-"><+!>i<-!><+">  +  A<+'>y<-'><-"><+!>j<-!><+"> + A<+'>z<-'><-"><+!>k<-!><+"> 

<-">) <:f><:f280,2Symbol,0,0,0>L<:f><:f280,2Times New Roman,0,0,0> ( 

<+">B<+'>x<-'><-"><+!>i<-!><+"> + B<+'>y<-'><-"><+!>j<-!><+"> + B<+'>z<-'><-"><+!>k<-!>)<-'><-'><-'> 

<-'><-'><-'><:f><:f>



<+@><:S+-2><:#483,9025>e tenendo presenti i prodotti vettoriali fra i tre versori:



<+@><:S+-2><:#519,9025>		<+!>i<-!> <:f280,2Symbol,0,0,0>L<:f> <+!>i   =   j <-!><:f280,2Symbol,0,0,0>L<:f><+!> 

<-!><+!>j     = k <-!><:f280,2Symbol,0,0,0>L<:f><+!> k   =   0           

<-!><+!>;<-!>



<+@><:S+-2><:#511,9025><+!>		i <-!><:f280,2Symbol,0,0,0>L<:f><+!> j = k     ;     i <-!><:f280,2Symbol,0,0,0>L<:f><+!> k = - j    

<-!><+!>  ;     j <-!><:f280,2Symbol,0,0,0>L<:f><+!> k = i         ;  



<+@><:S+-2><:#511,9025><+!>		j <-!><:f280,2Symbol,0,0,0>L<:f><+!> i = -k    ;     k <-!><:f280,2Symbol,0,0,0>L<:f><+!> i =  j       ;     k 

<-!><:f280,2Symbol,0,0,0>L<:f><+!> j = -i  



<+C><:S+-2><:#1224,9025><:f360,2Times New Roman,0,0,0><+">Essi si possono anche <:f><:f360,2Times New Roman,0,0,0>ottenere sviluppando il determinante simbolico  :<-">



<+@><:S+-2><:#555,9025>			<:f320,,>|<:f320,,>	<+!><:f320,2Times New Roman,0,0,0>i		j		k<:f320,,><-!>	|



<+@><:S+-2><:#547,9025><:f320,,>			<:f320,,>|						|



<+@><:S+-2><:#547,9025><:f320,,>			<:f320,,>|	<+"><:f320,2Times New Roman,0,0,0>A<+'>x<-'>		A<+'>y<-'>		A<+'>z<-'>	|



<+@><:S+-2><:#547,9025><:f320,,>			<:f320,,>|						|



<:#365,9025><+"><:f320,2Times New Roman,0,0,0>			|	B<+'>x<-'>		B<+'>y<-'>		B<+'>z<-'><:f320,,><-"><-'>	|<:f>



<:#322,9025>



<+@><:S+-2><:f240,2Times New Roman,0,0,0><:p<* >>



<+@><:S+-2><:#822,9025><:f240,2Times New Roman,0,0,0>Inserire anche le pagine 6-8-9-10 (11 ??) (campi conservativi)di El-Ma-01.sam  della directory \diplomi\lezioni.....   con le relative figure ( mappe di campi da Math2  e  F<[>1-5-2]a-b)



<+@><:S+-2><:#411,9025><:f240,2Times New Roman,0,0,0>



<+@><:S+-2><:f240,2Times New Roman,0,0,0><:p<* >>



<+@><:S+-2><:#411,9025><:f240,2Times New Roman,0,0,0>



<+@><:S+-2><:#411,9025><:f240,2Times New Roman,0,0,0>



<+@><:S+-2><:#411,9025><:f240,2Times New Roman,0,0,0>Ci sono  poi grafici da realizzare  e/o stampare 

<:f><:f240,2Times New Roman,0,0,0>con Ma<:f><:f240,2Times New Roman,0,0,0>th2/Win  nei Files:



<+@><:S+-2><:#411,9025><:f240,2Times New Roman,0,0,0>zz\politro  (grafici dell'equazione delle politropiche al variare del calore specifico)



<+@><:S+-2><:#411,9025><:f240,2Times New Roman,0,0,0>zz\urti4  , zz\urti5  (grafici per urti elastici al varaire di<:f><:f240,2Times New Roman,0,0,0> massa e velocit<\`> dei 

<:f><:f240,2Times New Roman,0,0,0>corpi)   



<+B><:S+-2><:f240,2Times New Roman,0,0,0><:p<* >><+!>Macchina con tre serbatoi<-!><:f>



<:#322,9025>



<:#322,9025>Dati 3 sebatoi <+">   T<+'>1<-"><-'> <;><+">T<+'>2<-"><-'><;><+">T<+'>3<-'><-"><-'><-'>  .



<:#322,9025>Macchina con ciclo <+#>non reversibile<-#> 



<:#322,9025>--Scambia calore con i 3 serbatoi : <+">	



<:#322,9025><+">	Q<+'>1 <-"><-'>  <;>0	; 	<+">Q<+'>2<-"><-'>  <;> 0	;	<+">Q<+'>3<-"><-'>  << 0<-'><-'><-'>



<:#322,9025>--compie lavoro  <+">L <+'>irr<-"><-'><-'> ;



<:#322,9025>



<:#346,9025>-- il suo funzionamento provoca una variazione di Entropia dell'universo (<:f280,2Symbol,0,0,0>D<:f>S).



<:#322,9025>



<:#322,9025>Macchina reversibile scambia con gli stessi serbatoi:



<:#322,9025>	<+">R<+'>1<-"><-'>  <;>0	 	;	<+">R<+'>2<-"><-'>  <;>0		;	<+">R<+'>3<-"><-'>  << 0 .<-'><-'><-'>



<:#322,9025>



<:#322,9025>Siano  <+">Q<+'>1<-'> + <-"><+">Q<+'>2<-'>  =  R<+'>1<-'> + R<+'>2<-"><-'>  .<-'><-'><-'><-'>



<:#322,9025>



<:#346,9025>Noti <+">Q<+'>1<-'> , R<+'>1<-'> , L<+'>irr<-'> , <-"><:f280,2Symbol,0,0,0>D<:f>S   e le temperature trovare la differenza  | 

<+">Q<+'>3<-"><-'> <+">| -  |R<+'>3 <-'><-"><-'>|



<:#322,9025>



<:#322,9025>Il sistema <\h> :



<:#322,9025>



	<:A16>



<:#322,9025>



	<:A15>



<:#322,9025>



	<:A14>



<:#322,9025>



	<:A13>



<:#322,9025>



	<:A12>



<:#322,9025>



<:#322,9025>



<:#322,9025>Soluzione:



<:#322,9025>



	<:A11>



<:#322,9025>



<:#322,9025>



	<:A10>



<:#322,9025>



<:#322,9025>	che pu<\r> essere <;> = << 0 a seconda della differenza (<+">R<+'>1<-"><-'> - 

<+">Q<+'>1<-"><-'>).   <-'><-'>



<:p<* >>



<+B><:#322,9025><+!>3 corpi.<-!>



<+B><:#322,9025>



<+C><:#644,9025>Tre corpi identici di capcit<\`> termica nota a temperature T<+'>1<-'> , T 

<+'>2<-'> , T<+'>3<-'>  costituiscono un sistema isolato.



<+C><:#966,9025>Con macchine termiche che lavorano soltanto fra i tre corpi e senza apporto di energia dall'esterno determinare la temperatura massima che uno di essi pu<\r> raggiungere.



<+C><:#178,9025><:f160,,>



<+C><:#322,9025>Per ogni ciclo:



<+C><:#322,9025>



<+C>	<:A60>	(Primo principio: conservazione dell'energia))



<+C><:#322,9025>



<+C>	<:A61>	(Secondo principio: macchine reversibili)



<+C><:#322,9025>



<+C>La prima pu<\r> essere scritta :		<:A62>



<+C><:#322,9025>che integrata diviene:



<+C><:#322,9025>



<+C>	<:A63>



<+C><:#322,9025>



<+C><:#644,9025>dove T<+'>x<-'>  , T<+'>y  <-'>, T<+'>z <-'>  sono le temperature finali dei tre corpi e T<+'>01<-'> , T<+'>02<-'>  , T<+'>03<-'>  le rispettive temperature iniziali.



<+C><:#322,9025>



<+C><:#644,9025>Con la condizione supplementare che i corpi 2 e 3 raggiungano la stessa temperatura pi<\y> bassa  T<+'>w<-'> ( T<+'>y<-'> = T<+'>z<-'> = T<+'>w<-'>)  la seconda, integrata, d<\`> :



<+C><:#322,9025>



<+C>	<:A5>



<+C><:#322,9025>



<+C><:#322,9025>In definitiva si arriva al seguente sistema algebrico:



<+C><:#322,9025>



<+C>	<:A4>



<+C>	<:A3>



<+C><:#322,9025>



<:#322,9025>Con T<+'>1<-'> = T<+'>2<-'> = 300 </p>K  e  T<+'>3<-'> = 100 </p>K  si ha :



<:#322,9025>	{{tx -<;> 400., tw -<;> 150.}, 



<:#322,9025>	{tx -<;> 900., tw -<;> -100.},  



<:#322,9025>	{tx -<;> 100., tw -<;> 300.}}



<:#322,9025>



<:#322,9025>Con T<+'>1<-'> =  300  </p>K , T<+'>2<-'> = 200 </p>K  e  T<+'>3<-'> = 100 

</p>K  si ha :



<:#322,9025>	{{tx -<;> 330.541, tw -<;> 134.73}, 



<:#322,9025>	{tx -<;> 775.877, tw -<;> -87.9385},  



<:#322,9025>	{tx -<;> 93.5822, tw -<;> 253.209}}



<:#322,9025>



<:#322,9025>Problema 3 corpi 



<+C><:#274,9025><:f240,,>Soluzione per T<+'>x<-'> ottenuta dal sistema (funzione delle temperature):



<:#274,9025><:f240,,>



<:f240,,>	<:A64>



<:f240,,>	<:A65>



<:#274,9025><:f240,,>



<:#274,9025><:f240,,>cio<\h> la soluzione di 	



<:#274,9025><:f240,,>



<:f240,,>	<:A66>



<+@><:#274,9025><:f240,,>dove 



<+@><:#274,9025><:f240,,>T<+'>x<-'>  <\h> la temperatura a cui si porta C<+'>1<-'>  (temperatura pi<\y> alta);



<+@><:#274,9025><:f240,,>T<+'>w<-'><+'> <-'>  <\h> la temperatura comune (pi<\y> bassa) a cui si portano C<+'>2<-'>  e C<+'>3<-'> ;



<+C><:#548,9025><:f240,,>T<+'>01<-'> (fissa = 300 </p>K)  , T<+'>02 <-'> e T<+'>03<-'> (parametri variabili) rappresentano le temperature di partenza dei corpi  C<+'>1<-'> , C<+'>2<-'> , C<+'>3<-'>  . 



<+C><:#322,9025><:f240,,>Nel grafico T<+'>02<-'> <\h> fatta variare tra 50 e 400 </p>K ; T<+'>0<-'><+'>3<-'>  fra 50 e 350 

</p>K. <:f>



<+C><:#322,9025>



<+C><:#322,9025>							<:f160,,>		da Math \3corpi2<:f>



<+C><:A67>



<+C><:#322,9025>



<+C>    <:p<* >>



<:#322,9025>Tre "spaccati" della superficie T<+'>x<-'> = f(T<+'>02<-'>,T<+'>03<-'>):



<+C><:#322,9025>



<+C><:#230,9025><:f200,,>per T<+'>03<-'> = 200 </p>K<:f>



<+C><:A2>



<+C><:#230,9025><:f200,,>



<+C><:#230,9025><:f200,,>per T<+'>03<-'> = 300 </p>K<:f>



<+C><:A1>



<+C><:#230,9025><:f200,,>



<+C><:#230,9025><:f200,,>per T<+'>03<-'> = 330 </p>K<:f>



<+C><:A0>



<+C><:#322,9025>



<+C><:#322,9025>
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$T_x.T_w^2=T_{01}.T_{02}.T_{03}$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$T_x+2T_w=T_{01}+T_{02}+T_{03}$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$T_x.T_w^2=T_{01}.T_{02}.T_{03}$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$$\frac{d\BF L}{dt}=\frac d{dt}\left( \BF r\wedge m\BF v\right) =\frac{d\BF r}{dt}\wedge m\BF v+\BF r\wedge \frac{d\left( m\BF v\right) }{dt}=0+\BF r\wedge \frac{d\BF q}{dt}$$SM��1���0���¹�ÿ�À V-³���7�@�²�Ê�¹�����@�²�T�À�Ê�²�@�¹�����ÿ��@�¹�@�)�×�²�Ê�²���7�¹�²�#�©�����O�²�#� �#�©�¹�²�����ÿ��#�©�#�"�š	²�¹�²�
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�O�µ�(�¢ :�����µ�(�í���Times New Roman�������·�������¾���ÿ����������þÿAp-002��Times New Roman,18,12,0,0,0,0,0

$$|Q_3|-|R_3|=\Delta S.T_3+\left( R_1-Q_1\right) \left( T_1-T_2\right) \frac{T_3}{T_1T_2}$$Times New Roman,18,12,0,0,0,0,0

$$L_{rev}=L_{irr}+\Delta S.T_3+\left( R_1-Q_1\right) .\left( \frac 1{T_2}-\frac 1{T_1}\right) T_3$$Times New Roman,18,12,0,0,0,0,0

$$Q_1+Q_2=R_1+R_2$$Times New Roman,18,12,0,0,0,0,0

$$\frac{R_1}{T_1}+\frac{R_2}{T_2}+\frac{R_3}{T_3}=0$$Times New Roman,18,12,0,0,0,0,0

$R_1+R_2+R_3=L_{rev}$Times New Roman,18,12,0,0,0,0,0

$$\frac{Q_1}{T_1}+\frac{Q_2}{T_2}+\frac{Q_3}{T_3}=\ -\ \Delta S$$Times New Roman,18,12,0,0,0,0,0

$$Q_1+Q_2+Q_3=L_{irr}$$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$$\frac{\partial M(x,y)}{\partial y}=\frac{\partial N(x,y)}{\partial x}$$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$$M(x,y)=\frac{\partial w}{\partial x}\quad ;\quad N(x,y)=\frac{\partial w}{\partial y}$$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$\delta =M(x,y)dx\ +\ N(x,y)dy$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$$dw=\frac{\partial w}{\partial x}dx\ +\ \frac{\partial w}{\partial y}dy$$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$$d_xw=\frac{\partial w}{\partial x}\Delta x=\frac{\partial w}{\partial x}dx\quad ;\quad d_yw=\frac{\partial w}{\partial y}dy\quad ;.....etc.$$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$$\Delta _xw=\frac{\partial w}{\partial x}\Delta x\ +\ \epsilon _x\Delta x\quad ;\quad \Delta _yw=\frac{\partial w}{\partial y}\Delta y\ +\ \epsilon _y\Delta y\quad ....$$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$$\frac{\Delta w}{\Delta x}$$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$$(Dw)=\lim _{\Delta x\rightarrow 0}\frac{\Delta w}{\Delta x}=\lim _{\Delta x\rightarrow 0}\frac{f\ (x+\Delta x)\ -\ f\ (x)}{\Delta x}$$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$$\frac{\Delta w}{\Delta x}$$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$$\frac{\Delta w}{\Delta x}=(Dw)\ +\ \epsilon $$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$$\Delta w=(Dw)\Delta x\ +\ \epsilon \Delta x$$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$dw=(Dw)\Delta x=(Dw)dx$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$$(D_xw)=\frac{\partial w}{\partial x}=\lim _{\Delta x\rightarrow 0}\frac{\Delta _xw}{\Delta x}=\lim _{\Delta x\rightarrow 0}\frac{f\ (x+\Delta x\ ,\ y\ ,\ z)\ -\ f\ (x,y,z)}{\Delta x}$$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$$\frac{\partial w}{\partial x}$$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$\partial w$Times New Roman,18,12,0,0,0,0,0

$$\frac{\partial w}{\partial x}$$Times New Roman,18,12,0,0,0,0,0

$\partial x$Times New Roman,18,12,0,0,0,0,0

$$\frac 1{\partial x}\quad \text{con}\quad dx$$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$$V_x\frac{dV_x}{dt}\quad +\quad V_y\frac{dV_y}{dt}\quad +\quad V_z\frac{dV_z}{dt}\quad =\quad 0$$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$FF\ =\ -x^y\ +\ yx\ +\ 1\ -\ y$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$$FF\ =\ \frac{\left( yx+1-y\right) T_2}{T_1^y.T_2^{\frac{\alpha -C_1}\alpha }}$$Times New Roman,18,12,0,0,0,0,0

$\geq 0$Times New Roman,18,12,0,0,0,0,0

$$\Delta S\ =\ C_1\ln \frac{T_x}{T_1}\ +\ C_2\ln \frac{T_x}{T_2}$$Times New Roman,18,12,0,0,0,0,0

$$dS=\frac{dQ_1}{T_{11}}\ +\ \frac{dQ_2}{T_{22}}$$Times New Roman,18,12,0,0,0,0,0
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<+B><:#322,9025><+!>TRASFORMAZIONI   tra   SISTEMI   di   COORDINATE<-!>



<:#322,9025>



<:#322,9025>



<+B><:#230,9025><:f200,,>Figura Ap-001



<+B><:#322,9025>



<+B><:#322,9025>



<+B><:#322,9025><:f280,QCourier New,0,0,0><+!>Cartesiane   <-!><:f><:f240,2Symbol,0,0,0> 

</k> <:f><+!><:f280,QCourier New,0,0,0>   Sferiche<-!>



<:#322,9025>



<:#322,9025>



<:#346,9025><:f240,2Times New Roman,0,0,0>	<:f280,2Symbol,0,0,0>r<+&>2<-&>  =  

<:f>X<+&>2 <-&> +  Y<+&>2<-&>  +  Z<+&>2<-&>     			X  = <:f280,2Symbol,0,0,0>r  

<:f>Sin<:f280,2Symbol,0,0,0> J<:f>  Cos<:f280,2Symbol,0,0,0> j<:f>



<:#322,9025>



<:#346,9025>	Cos <:f280,2Symbol,0,0,0> J <:f> =   Z / <:f280,2Symbol,0,0,0>r<:f>				Y  = 

<:f280,2Symbol,0,0,0>r  <:f>Sin<:f280,2Symbol,0,0,0> J<:f>  Sin<:f280,2Symbol,0,0,0> j<:f> 



<:#322,9025>



<:#346,9025>	Tan  <:f280,2Symbol,0,0,0>j<:f>  =  Y  /  X 				Z   =<:f280,2Symbol,0,0,0>  r 

<:f>Cos <:f280,2Symbol,0,0,0>J <:f> 
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<+&>     <:p<* >>



<:#322,9025><+&>	<-&><+!>TRASFORMAZIONI   tra   SISTEMI   di   COORDINATE<-!>
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<+@><:A9>



<+B><:#230,9025><:f200,2Times New Roman,0,0,0>



<+B><:#230,9025><:f200,2Times New Roman,0,0,0>



<+B><:#230,9025><:f200,2Times New Roman,0,0,0>



<+B><:#230,9025><:f200,2Times New Roman,0,0,0>Figura Ap-002<:f>



<+B><:#307,9025><+!><:f280,QCourier New,0,0,0>



<+B><:#307,9025><+!><:f280,QCourier New,0,0,0>



<+B><:#322,9025><+!><:f280,QCourier New,0,0,0>Cartesiane   <-!><:f><:f240,2Symbol,0,0,0> 

</k> <:f><+!><:f280,QCourier New,0,0,0>   Cilindriche<-!><:f>



<:#322,9025>



<:#322,9025>



<:#322,9025>



<:#346,9025>	r<+&>2 <-&> =  X<+&>2<-&>  +  Y<+&>2<-&>  				X  =  r  Cos <:f280,2Symbol,0,0,0>j<:f>



<:#341,9025><:f280,2Symbol,0,0,0>



<:#346,9025><:f280,2Symbol,0,0,0>	<:f>Tan <:f280,2Symbol,0,0,0>j<:f> =  Y  /  X 

				Y  =  r  Sin <:f280,2Symbol,0,0,0> j



<:#341,9025><:f280,2Symbol,0,0,0>



<:#341,9025><:f280,2Symbol,0,0,0>	Z  = Z						Z  =  Z



<:f280,2Symbol,0,0,0><:p<* >>



<+C><:#274,9025><:f240,,><+!>DERIVATA<-!>



<+C><:#274,9025><:f240,,>



<+C><:f240,,>Data la funzione <+">  w = f(x)<-"><+">  <-"><:f><:f240,,> si possono costruire gli incrementi  

<:f240,2Symbol,0,0,0>D<:f240,2Times New Roman,0,0,0><+">x<-"><:f><:f240,2Symbol,0,0,0> 

<:f> e  <:f240,2Symbol,0,0,0><-">D<:f><+">w<-"><+"> <-"><-"><-"><:f240,,> rispettivamente della variabile indipendente 

<+">x<-">  e della variabile dipendente <+">w<-"><:f><:f240,,> ; la 

<+!>derivata<-!> della <+">w<-"> (che per il momento chiameremo <+">(Dw)<-">) 

<\h> definita come il limite  (se esiste , finito)  del rapporto incrementale  

<:A23>  , quando <:f><:f240,2Symbol,0,0,0>D<:f240,2Times New Roman,0,0,0><+">x<-"><:f><:f240,,>  tende a zero.



<:#274,9025><:f240,,>



<+C><:f240,,>	<:A24>		<[>1]



<+C><:#274,9025><:f240,,>



<+C><:#274,9025><:f240,,>



<+C><:#274,9025><:f240,,><+!>DIFFERENZIALE<-!>



<+C><:#274,9025><:f240,,>



<+C><:f240,,> <:f>Per definizione (vedi la <[>1])  il  limite di <:f240,,> 

<:A25>  <\h> la derivata <+">(Dw)<-">; perci<\r> 



<+C><:#274,9025><:f240,,>



<+C><:f240,,>	<:A26>						<[>2]



<+C><:#274,9025><:f240,,>



<:#322,9025><:f240,,>dove <:f240,2Symbol,0,0,0> e<:f>  <\h> un infinitesimo con  

<:f240,2Symbol,0,0,0>D<:f240,2Times New Roman,0,0,0><+">x<-"><:f>  (cio<\h> tende a zero, quando 

<:f240,2Symbol,0,0,0>D<:f240,2Times New Roman,0,0,0><+">x<-"><:f>  tende a zero).



<:#322,9025>



<:#322,9025>La <[>2] pu<\r> anche essere scritta



<:#322,9025>



	<:A27>					<[>3]



<:#322,9025>



<+C><:#966,9025>Salvo il caso in cui fosse  <+">(Dw)<-"> =<+"> 0<-"> , l'ultimo termine al secondo membro della <[>3] tende a zero pi<\y> rapidamente dell'altro termine che vi compare;  quest'ultimo (chiamato anche la parte principale)



<+C><:#322,9025>



	<:A28>					<[>4]



<:#322,9025>



<:#327,9025><\h>  detto il  <+!>differenziale di w<-!>.



<:#322,9025>



<+C><:#601,9025><:f220,,>Si noti che l'incremento  <:f220,2Symbol,0,0,0>D<:f220,2Times New Roman,0,0,0><+">x<-"><:f220,,>  della variabile indipendente coincide col suo differenziale 

<+">dx<-"> <:f><:f220,,>; infatti se <+">w=x  , <-">per definizione 

<\h>  <+">dw =<-"><:f220,2Symbol,0,0,0><+"> <-">1.D<:f220,2Times New Roman,0,0,0><+">x 

<-"> ,  quindi   <+">dx  =<-"><:f><:f><:f220,2Symbol,0,0,0><+"> <-">D<:f220,2Times New Roman,0,0,0><+">x 

<-"><:f>.



<+C><:#508,9025><:f220,,>Si noti ancora che n<\i> gli incrementi n<\i> i differenziali devono essere necessariamente infinitesimi, anche se nelle applicazioni spesso sono assunti come tali.



<:#322,9025>



<+C><:#966,9025>Dalla <[>4], dividendo per <+">dx<-"> , si ricava direttamente  la notazione pi<\y> comune per la derivata cio<\h> : 

<+">  (Dw) = dw/dx<-"> ; essa risulta quindi proprio il rapporto di due differenziali



<+C>.<:p<* >>



<:#322,9025><+!>DERIVATE    PARZIALI<-!>



<:#322,9025>



<+C><:#1937,9025>Sia data ora una <+">w<-"> funzione di pi<\y> variabili  indipendenti :  

<+">w = f(x,y,..z,..t..) <-"> ; le derivate di <+">w<-"> dipendono dalle condizioni imposte  agli incrementi delle variabili indipendenti. Se si impone che 

<+#>tutti gli incrementi delle variabili indipendenti siano nulli tranne uno<-#>, costruendo il rapporto incrementale relativo a quella variabile e passando al limite, se il limite esiste finito si ottiene quella che vien chiamata  la 

<+!> derivata  parziale  della <+">w<-!><-"><-">.



<+C><:#644,9025>Per esempio data la <+">  w = f(x,y,z)<-"> , per un incremento <:f240,2Symbol,0,0,0> D<:f><+">x<-">  della sola variabile 

<+">x <-"> (cio<\h> mantenendo sia <+"> y <-">, sia  <+">z<-">  costanti) si pu<\r> scrivere : 



<+C><:#322,9025>



<+C>	<:A29>	<[>5]



<:#322,9025>



<:#322,9025>Analogamente per <+"> y<-"> , <+">z<-"> , etc.



<:#322,9025>



<+C>Si noti che, a differenza di quanto detto per la derivata e il differenziale di una funzione di una sola variabile, il termine  

<:A31>  da solo non ha alcun significato e  la scrittura   <:A30>  

<\h> puramente simbolica; essa cio<\h>  <+#>non<-#>  rappresenta un rapporto.



<+C><:#322,9025>



<+C><:#644,9025>Dalla <[>5] e dalla definizione di limite si ottiene una espressione per gli 

<+">incrementi parziali<-">:



<+C><:#322,9025>



<+C>	<:A22>	<+">etc.<-">	<[>6]



<+C><:#966,9025>dove  <:f240,2Symbol,0,0,0>e<:f><+'>x<-'>  ,  <:f240,2Symbol,0,0,0>e<:f><+'>y<-'>  sono infinitesimi con 

<-"> <:f240,2Symbol,0,0,0>D<:f><+">x<-">  e  <:f240,2Symbol,0,0,0>D<:f><+">y<-"> . Le parti principali degli incrementi sono dette  i  

<+">differenziali parziali<-"> (con ovvia estensione ad altre variabili indipendenti):



<:#322,9025>



	<:A21>			<[>7]



<:#322,9025>



<+C><:#644,9025>Il <+">differenziale totale<-"> della funzione  <+">w<-">  <\h> la somma di tutti i differenziali parziali; cos<\l> per una funzione di due sole variabili indipendenti  

<+">w(x,y)<-">  abbiamo:



<:#322,9025>



	<:A20>							<[>8]



<:#322,9025>



<+C>Ricordare, come detto sopra, che   <:A32>    <+#>non<-#> <\h> una frazione e quindi   

<:A33>  non <\h> un  <+">dx<-">  "camuffato"; in altri termini, nella <[>8]  

<+#>non<-#>  <\h>  lecito semplificare  <:A34> .



<+C><:p<* >>



<:#327,9025><+!>DIFFERENZIALE   ESATTO<-!> 



<:#322,9025><+#>



<:#322,9025><+#>Non tutte le forme differenziali<-#> del tipo  :	



<:#322,9025>



	<:A19>						<[>9]



<:#322,9025><+#>



<+C><:#1288,9025>sono il differenziale <+#>totale<-#>  di una qualche funzione   (per esempio: 

<+"> <:f240,2Symbol,0,0,0><-">d<+'>1<-'><+"> =<:f><-"><+"> xdx + xdy<-"> non lo 

<\h> ; cio<\h> : non esiste una qualche funzione <+"> w = f(x,y)<-">  tale che il suo differenziale totale 

<+"> dw<-">  sia proprio  <+"> <:f240,2Symbol,0,0,0><-">d<+'>1<-'><+"> 

<-"><:f>; viceversa   <+"> <:f240,2Symbol,0,0,0><-">d<:f><+'>2<-'> =  

<+">ydx + xdy  <-"><\h> un differenziale esatto : infatti   il differenziale di<+"> w = xy  

<-"><\h> proprio   <+"> <:f240,2Symbol,0,0,0><-">d<:f><+'>2 <-'> ).



<:#322,9025>



<+C><:#649,9025>Quando una espressione differenziale <\h> proprio il differenziale totale di una funzione, essa allora 

<\h> spesso  chiamata  <+!>differenziale  esatto<-!>.



<:#322,9025> 



<:#644,9025>Affinch<\i> la <[>9] sia proprio il differenziale esatto di una funzione  

<+">w=f(x,y) , <-"> deve essere: 



<:#322,9025>



	<:A18>						<[>10]



<:#322,9025>



<+C><:#966,9025>e quindi , derivando la prima rispetto ad <+">y<-">  e la seconda rispetto ad  

<+">x <-"> (nell'ipotesi che  le derivate miste siano indipendenti dall'ordine di derivazione),  si trova la condizione 

<+">necessaria<-"> affinch<\i> la <[>9] sia un differenziale esatto :



<:#322,9025>



	<:A17>							<[>11]



<:#322,9025>



<+C><:#1288,9025>Sotto la condizione supplementare che il dominio in cui <\h> definita la 

<+">w<-"> sia <+">stellato<-"> (spazio <+">semplicemente connesso<-">), si potrebbe anche mostrare che la <[>11] 

<\h>  pure condizione <+">sufficiente<-">  (cio<\h>: <-#> se la <[>11] 

<\h> soddisfatta allora certamente esiste una funzione <+"> w=f(x,y)<-">  per la quale  

<\h>  <+">dw =  Mdx + Ndy<-">  ).



<:#341,9025><:f280,2Symbol,0,0,0>



<:f280,2Symbol,0,0,0><:p<* >>



@Intest. 1@<:#322,9025><+!>Derivata di un vettore a modulo costante.<-!>



<:#341,9025><:f280,2Symbol,0,0,0><-'>



<+C><:#649,9025><:f280,2Times New Roman,0,0,0>Sia dato il vettore <+!>V <-!><:f><:f280,2Times New Roman,0,0,0>(non nullo),<:f><:f280,2Times New Roman,0,0,0> in genere variabile nel tempo ma con 

<:f><:f280,2Times New Roman,0,0,0> modulo costante <:f><:f280,2Times New Roman,0,0,0> :



<+C><:#322,9025><:f280,2Times New Roman,0,0,0>		<:f><:f><+"> V<+'>x<-'><+&>2<-&> + V<+'>y<-'><+&>2<-&><+&> 

<-&> + V<+'>z<-'><+&>2<-&>  =  Cost.<-"> 				<[>1] 



<:#322,9025>



<:#322,9025>Deriviamo  la <[>1]  rispetto al tempo.



<+B><:#322,9025>



<+@>		<:A42><:f280,2Symbol,0,0,0>	<[>2]



<:#341,9025><:f280,2Symbol,0,0,0>



<:#322,9025><:f280,2Times New Roman,0,0,0>che, divisa per 2, <:f> porta a :



<:#322,9025>              



<:f280,2Symbol,0,0,0>		<:A35>		<[>3]



<:#341,9025><:f280,2Symbol,0,0,0>   <:f><:f280,2Symbol,0,0,0>        <:f>



<+C><:#1312,9025><:f280,2Symbol,0,0,0> <:f280,2Times New Roman,0,0,0>Il primo membro della <[>3]  rappresenta 

<:f><:f280,2Times New Roman,0,0,0>  il prodotto scalare fra il vettore 

<+!>V<-!>  (di cui <+"> V<+'>x<-'> , V<+'>y<-'> , V<+'>z<-'> <:f><-"> sono le componenti) 

<:f280,2Times New Roman,0,0,0>ed il vettore <+">d<-"><+!><+">V<-"><-!><+"> / dt<-">  (di componenti 

<+">dV<+'>x<-'> /dt , dV<+'>y<-'> / dt , dV<+'>z<-'> / dt<-"><:f> ).  Essendo dalla <[>3]  il prodoto scalare = 0 , possiamo trarre le seguenti conclusioni:  



<+C><:#322,9025>



<+C><:I0,170,283,0><:#327,9025>1) - o il vettore <+!>V<-!> <\h> nullo (contro l'ipotesi);



<+C><:I0,170,283,0><:#322,9025>



<+C><:I0,170,283,0><:#649,9025>2)-  o la derivata di  <+!>V<-!> <\h> nulla (vettore <+">costante<-"> non solo in modulo ma anche in 

	direzione e verso);



<+C><:I0,170,283,0><:#322,9025>



<:#327,9025>  3)-  o il vettore <+!>V<-!> ed il vettore <+">d<+!>V<-!> / dt<-">  

<+#><+">sono fra loro perpendicolari<-#>.<-">   



<:I0,170,283,0><:#341,9025><:f280,2Symbol,0,0,0>



<:I0,170,283,0><:#341,9025><:f280,2Symbol,0,0,0>



<:p<* >>



<+B><:#327,9025><+!>Regole di trasformazione <-!>  <+!>:  rotazione<-!> 



<:#322,9025>



<:#322,9025>



<:A8>



<:#322,9025>



<+B><:#230,9025><:f200,,>Figura Ap-003



<:#322,9025>



<:#322,9025>



<:#322,9025>



<:#322,9025>



<:#346,9025>	<:f280,2Symbol,0,0,0>x = <:f280,2Times New Roman,0,0,0> X Cos <:f280,2Symbol,0,0,0>j<:f280,2Times New Roman,0,0,0>   

<:f280,2Times New Roman,0,0,0>+  Y Sin  <:f280,2Symbol,0,0,0>j<:f>		X =  

<:f280,2Symbol,0,0,0>x<:f> Cos <:f280,2Symbol,0,0,0>j<:f>   -  <:f280,2Symbol,0,0,0>h<:f> Sin 

<:f280,2Symbol,0,0,0>j<:f>



<:#322,9025>



<:#346,9025><:f280,2Symbol,0,0,0>	h =  <:f280,2Times New Roman,0,0,0>Y Cos <:f280,2Symbol,0,0,0>j<:f280,2Times New Roman,0,0,0>   -   X Sin 

<:f280,2Symbol,0,0,0>j<:f>		Y =   <:f280,2Symbol,0,0,0>x <:f><:f280,2Times New Roman,0,0,0>Sin  

<:f280,2Symbol,0,0,0>j<:f>  +  <:f280,2Symbol,0,0,0>h<:f> <:f280,2Times New Roman,0,0,0>Cos 

<:f280,2Symbol,0,0,0>j<:f>



<:#322,9025>



<:#322,9025>



<:#322,9025>



<:#322,9025>	



<:#322,9025>	



<:#322,9025>



<:#322,9025>



<:#322,9025>



<:#322,9025>



<:p<* >>



<+B><:#322,9025>Il sasso che cade dalla torre 



<+@><:#322,9025>



<+@><:A7>



<+@><:#322,9025>



<+B><:#230,9025><:f200,,>Figura Ap-004



<+B><:#230,9025><:f200,,>



<+@><:f200,,><:p<* >>



<:#322,9025><+!>Momenti di vettori.<-!>



<:#322,9025>



<+C><:#654,9025>1)- Dato un punto <+">O<-"> <+">(polo<-">) e un vettore <+!>F<-!> applicato nel punto 

<+">P<-">, si definisce Momento di <+!>F<-!> rispetto ad <+">O<-">  il prodotto vettoriale:



<:#322,9025>



		<:A46>



<:#322,9025>



<:#327,9025>2)-  Momento rispetto ad un asse  <+">a <-">(individuato dal suo versore 

<+!>u<-!><+'>a<-'> ):



<:#322,9025>



		<:A47>	<:f280,,>proiezione di <:f280,2Symbol,0,0,0><+!>t<-!><:f> sulla retta 

<+">a<-">.<:f280,2Symbol,0,0,0><-!>



<+@><:#322,9025><:f280,,>



<+C><:#654,9025><:f280,,>3)-  Dati molti vettori <:f>applicati <+!><:f280,,>F<+'>i<-!><-'><:f> si chiama 

<+">risultante<-"> (<+!>R<-!>) il vettore (non applicato) somma dei vettori 

<+!>F<+'>i<-!><-'>.<-'><:f280,,><-'>



<:#322,9025>



<+C><:#649,9025>4)-  <:f280,,>Dati molti vettori <:f>applicati <+!><:f280,,>F<+'>i<-!><-'><:f> si chiama 

<+">momento risultante <-">(<+!>M<-!>)<+"> rispetto al polo O <-"> la somma dei momenti dei singoli vettori (valutati rispetto al polo 

<+">O<-">):



<:#322,9025>



		<:A48>



<:#322,9025>



<+C><:#649,9025>Il momento risultante dipende ovviamente dal polo <+">O<-">.  Ne risulta indipendente quando 

<+!>R<-!> = 0.



<+C><:#322,9025>



<+C><:#327,9025>5)-  <+">Asse centrale<-">: la retta luogo dei punti rispetto ai quali risulta minimo 

<+!>M.<-!>



<+C><:#322,9025>



<:#654,9025>6)-  Sistemi di vettori si dicono <+">equivalenti  <-">quando hanno lo stesso 

<+!>R<-!> e lo stesso <+!>M<-!> (ovviamente valutato rispetto allo stesso polo).



<:#322,9025>



<:#322,9025>



<+C><:#644,9025>7)-  <+">Riduzione di un sistema di vettori<-">: trovare un sistema equivalente in cui il numero di vettori risulti minimo.



<:#322,9025>



<+C><:#971,9025>8)-  Si potrebbe dimostrare che un qualunque sistema di forze si pu<\r> ridurre ad una forza risultante 

<+!>R<-!> e ad una coppia di momento <+!>M<-!>.  Si possono anche trovare sistemi equivalenti che soddisfano condizioni prefissate:



<+C><:#322,9025>



<+C><:I567,0,567,0><:#649,9025>a) un risultante <+!>R<-!> che passa per un punto assegnato (e il momento 

<+!>M <-!>che ne consegue);



<+C><:I567,0,567,0><:#654,9025>b) un momento risultante <+!>M <-!>parallelo ad una direzione assegnata (e il risultante 

<+!>R<-!> che ne consegue).



<+@><:f280,,><:p<* >>



<+@><:#322,9025><:f280,,><+!>Momento angolare, 2<+&>a<-&> equazione cardinale.<-!><-&>



<+@><:#322,9025><:f280,,>



<+@><:#322,9025><:f280,,>Momento angolare (o <+">momento della quantit<\`> di moto<-">)<:f><:f280,,><-">:



<+@><:#322,9025><:f280,,>	<:f>



<+@><:f280,,>	<:A54>



<+@><:#322,9025><:f280,,>



<+@><:#322,9025><:f280,,>Derivando rispetto al tempo <+">t<-"> :<:f>



<+@><:#322,9025><:f280,,>



<+C>	<:f280,,><:A6>



<+C><:#322,9025><:f280,,>



<+C><:#649,9025><:f280,,>Infatti la derivata di <+!>r<-!> <\h> la velocit<\`> <+!>v<-!> stessa e il prodotto vettoriale 

<+!>v<-!><:f><:f240,2Symbol,0,0,0> <\Y><:f><-!><:f280,,><+!>v<-!>  

<\h> ovviamente nullo.



<+C><:#322,9025><:f280,,>Per molti (<+">j<-">) punti materiali si definisce momento angolare risultante<:f>



<+C><:#322,9025><:f280,,>



<+C><:f280,,>	<:A55>



<+C><:#322,9025>



<+C><:#322,9025><:f280,,>e <:f><:f280,,>derivando rispetto a <+">t<-">:<:f>



<+C><:#322,9025><:f280,,>



<+C>	<:A56>



<+C><:#322,9025>



<+C><:#1625,9025><:f280,,>e, come gi<\`> fatto in altre circostanze, <:f><:f280,,> le forze 

<+!>F<-!><+'><+">j<-"><-'><-"><:f> che agiscono sui singoli  punti materiali 

<:f280,,><-!> <:f><:f280,,>si possono suddividere in forze interne 

<+!>F<-!><+'>i<-'><-'><-"><-'><:f>  e forze esterne <+!>F<-!><+'>e<-'> ; la somma delle forze interne 

<+!>F<-!><+'>i<-'>  <\h> nulla , per il terzo principio e, se il terzo principio vale nella forma forte (azione e reazione sono uguali ed opposte 

<+">ed hanno la stessa retta d'azione<-">), allora anche i momenti delle forze interne sono nulli; quindi resta:



<+C><:#322,9025>



<+C>	<:A57>	(<+!>2<+&>a<-&> equazione cardinale<-!>)<-&>



<:#322,9025>



<+C><:#649,9025>indicando  con  <+!>M<+'><-!>e<-'>  la somma di tutti i momenti  delle forze esterne applicate ai punti materiali 

<+">m<+'>j<-"><-'>  .<-'>



<:#322,9025>



<:#327,9025>Quando  <+!>M<+'><-!>e<-'>  fosse zero (<+#>sistema isolato<-#>) risulta allora  

<+!>L<-!> = costante :



<:#327,9025><+!>Principio di conservazione del momento angolare.<-!> 



<+C><:#322,9025>



<+C><:#322,9025>



<+C><:#322,9025>



<+@><:#322,9025><:f280,,>



<+@><:p<* >>



<+B><:f240,2Times New Roman,0,0,0><+!>Variazione di entropia nel<-!><:f><+!><:f240,2Times New Roman,0,0,0> problema della "vasca da bagno".<-!><:f><:A53>



<+B><:#230,9025><-!><:f200,,>Figura Ap-005



<+@><:#322,9025>



<+C><:#966,9025><:f280,2Times New Roman,0,0,0>Sono d<:f><:f280,2Times New Roman,0,0,0>ati i corpi  di capacit<\`> termica 

<+">C<+'>1<-"><-'>  e <+">C<+'>2 <-"><-'>, <-'><-'><:f> alle temperature iniziali  

<+">T<+'>1<-'><-">  e <+">T<+'>2<-"><-'>  (con  <+">T<+'>1 <-'><< 

<-"><+">T<+'>2<-'> <-">), isolati dal resto dell'Universo<-'><-'><-'><-'>. Posti direttamente a contatto fra loro si portano (irreversibilmente) alla temperatura intermedia 

<+">T<+'>x<-'><-"> data da :<-'>



<:#322,9025>



          <:A41>



<:#322,9025>



<+C><:#644,9025>La variazione di entropia dell'Universo corrispondente a questa trasformazione diviene (essendo 

<+">T<+'>11<-"><-'><-'>  e  <+">T<+'>22<-"><-'>  le temperature <+">istantanee<-">):<-'>



<:#322,9025>



<+C>	<:A40>    ;      da cui      <:A39>



<+C><:#322,9025>



Per mostrare che  <:f280,2Symbol,0,0,0>D<:f><+">S<-"> <\h> sempre 

<:A38>  passiamo dai logaritmi ai numeri :



<:#322,9025>



<:f><-'>La condizione  <:A49>



<:#322,9025>



Ponendo:  	.<:A50>   ;      <:A51>       e      <:A52>  ,  con passaggi



<:#322,9025>



	<:A37>		da cui (ancora con passaggi) : 



<:#322,9025>



	<:A36>	 da discutere :  <\h>  <;> = << 0    ??



<:#322,9025>



Al variare della <+">x<-"> <\h> sempre <+">FF<;>0 <-"> e 	<:A43>	 



<:#322,9025>



Ricordare che la condizione   <:A44><+">	<-">equivale alla condizione  

<:A45>



<:#322,9025>							



Vedi grafici.<:p<* >>



		<:A58>



<:#322,9025>



<:A59>



<:#322,9025>



<:#322,9025>



<:#322,9025>



<:#322,9025>



<:#322,9025> <:f200,,>(Math2/Win--zz\entrop1)



<:#322,9025>



<:p<* >>



<+B><:#408,9025><:f360,2Times New Roman,0,0,0><-!><+!>Prodotto   vettoriale<-!>



<+@><:#408,9025><+!><:f360,2Times New Roman,0,0,0>



<+@><:#408,9025><+!><:f360,2Times New Roman,0,0,0>



<+C><:S+-2><:#625,9025><:f360,2Times New Roman,0,0,0><+">Dati i vettori<-"> <+!> A <-!><:f><:f360,2Times New Roman,0,0,0><-!> 

<+">(di componenti<-"> <+">A<+'>x<-'>, A<+'>y<-'> ,A<+'>z<-"><-'> 

<+">)<-"> 



<+@><:S+-2><:#625,9025><+"><:f360,2Times New Roman,0,0,0>e<-"> <+!>B<-!>  <+">(di componenti  B<+'>x 

<-'>, B<+'>y<-'> ,B<+'>z<-'> <-"><:f><+"><:f360,2Times New Roman,0,0,0>),  



<+@><:S+-2><:#1281,9025><+"><:f360,2Times New Roman,0,0,0>il vettore  <+!><-">C  =  <-!><:f><:f360,2Times New Roman,0,0,0>(<+!>A 

<:f360,2Symbol,0,0,0><-!>L <+!>B<-!><:f><+!>)<-!><+!><:f360,2Times New Roman,0,0,0> 

<-!><+"> ,<-"><+">  prodotto vettoriale fra essi, risulta avere <-"><:f><+"><:f360,2Times New Roman,0,0,0> componenti:<-">



<+@><:S+-2><:#625,9025><:f360,2Times New Roman,0,0,0>	<+"><-'>(A<+'>y<-'>B<+'>z<-'>  -  <-"><+">A<+'>z<-'>B<+'>y<-'> )<-"> 

<+!>i     <-!>(<+">componente<-"><+"> secondo l'asse X)<-">



<+@><:S+-2><:#625,9025><:f360,2Times New Roman,0,0,0><-">	<+">(A<+'>z<-'>B<+'>x<-'>  -  A<+'>x<-'>B<+'>z 

<-'>) <+!><-">j<-!><-'><-'><-'><-'>   <+">  (componente secondo l'asse Y)<-">



<+@><:S+-2><:#625,9025><+"><:f360,2Times New Roman,0,0,0>	(A<+'>x<-'>B<+'>y<-'>  -  A<+'>y<-'>B<+'>x<-'>) 

<-"><+!>k<-!><-'><-'><-'><-'>    <:f><+"><:f360,2Times New Roman,0,0,0> (componente secondo l'asse Z)<-"><:f>



<+@><:S+-2><:#483,9025>



<+@><:S+-2><:#483,9025>Essi si possono ottenere sviluppando per esteso il prodotto vettoriale:



<+@><:S+-2><:#519,9025><+!>		A<-!><:f280,2Symbol,0,0,0> L <:f280,2Times New Roman,0,0,0><+!>B<-!> = (<+">A<+'>x<-'> 

<-"><+!>i<-!><+">  +  A<+'>y<-'><-"><+!>j<-!><+"> + A<+'>z<-'><-"><+!>k<-!><+"> 

<-">) <:f><:f280,2Symbol,0,0,0>L<:f><:f280,2Times New Roman,0,0,0> ( 

<+">B<+'>x<-'><-"><+!>i<-!><+"> + B<+'>y<-'><-"><+!>j<-!><+"> + B<+'>z<-'><-"><+!>k<-!>)<-'><-'><-'> 

<-'><-'><-'><:f><:f>



<+@><:S+-2><:#483,9025>e tenendo presenti i prodotti vettoriali fra i tre versori:



<+@><:S+-2><:#519,9025>		<+!>i<-!> <:f280,2Symbol,0,0,0>L<:f> <+!>i   =   j <-!><:f280,2Symbol,0,0,0>L<:f><+!> 

<-!><+!>j     = k <-!><:f280,2Symbol,0,0,0>L<:f><+!> k   =   0           

<-!><+!>;<-!>



<+@><:S+-2><:#511,9025><+!>		i <-!><:f280,2Symbol,0,0,0>L<:f><+!> j = k     ;     i <-!><:f280,2Symbol,0,0,0>L<:f><+!> k = - j    

<-!><+!>  ;     j <-!><:f280,2Symbol,0,0,0>L<:f><+!> k = i         ;  



<+@><:S+-2><:#511,9025><+!>		j <-!><:f280,2Symbol,0,0,0>L<:f><+!> i = -k    ;     k <-!><:f280,2Symbol,0,0,0>L<:f><+!> i =  j       ;     k 

<-!><:f280,2Symbol,0,0,0>L<:f><+!> j = -i  



<+C><:S+-2><:#1224,9025><:f360,2Times New Roman,0,0,0><+">Essi si possono anche <:f><:f360,2Times New Roman,0,0,0>ottenere sviluppando il determinante simbolico  :<-">



<+@><:S+-2><:#555,9025>			<:f320,,>|<:f320,,>	<+!><:f320,2Times New Roman,0,0,0>i		j		k<:f320,,><-!>	|



<+@><:S+-2><:#547,9025><:f320,,>			<:f320,,>|						|



<+@><:S+-2><:#547,9025><:f320,,>			<:f320,,>|	<+"><:f320,2Times New Roman,0,0,0>A<+'>x<-'>		A<+'>y<-'>		A<+'>z<-'>	|



<+@><:S+-2><:#547,9025><:f320,,>			<:f320,,>|						|



<:#365,9025><+"><:f320,2Times New Roman,0,0,0>			|	B<+'>x<-'>		B<+'>y<-'>		B<+'>z<-'><:f320,,><-"><-'>	|<:f>



<:#322,9025>



<+@><:S+-2><:f240,2Times New Roman,0,0,0><:p<* >>



<+@><:S+-2><:#822,9025><:f240,2Times New Roman,0,0,0>Inserire anche le pagine 6-8-9-10 (11 ??) (campi conservativi)di El-Ma-01.sam  della directory \diplomi\lezioni.....   con le relative figure ( mappe di campi da Math2  e  F<[>1-5-2]a-b)



<+@><:S+-2><:#411,9025><:f240,2Times New Roman,0,0,0>



<+@><:S+-2><:f240,2Times New Roman,0,0,0><:p<* >>



<+@><:S+-2><:#411,9025><:f240,2Times New Roman,0,0,0>



<+@><:S+-2><:#411,9025><:f240,2Times New Roman,0,0,0>



<+@><:S+-2><:#411,9025><:f240,2Times New Roman,0,0,0>Ci sono  poi grafici da realizzare  e/o stampare 

<:f><:f240,2Times New Roman,0,0,0>con Ma<:f><:f240,2Times New Roman,0,0,0>th2/Win  nei Files:



<+@><:S+-2><:#411,9025><:f240,2Times New Roman,0,0,0>zz\politro  (grafici dell'equazione delle politropiche al variare del calore specifico)



<+@><:S+-2><:#411,9025><:f240,2Times New Roman,0,0,0>zz\urti4  , zz\urti5  (grafici per urti elastici al varaire di<:f><:f240,2Times New Roman,0,0,0> massa e velocit<\`> dei 

<:f><:f240,2Times New Roman,0,0,0>corpi)   



<+B><:S+-2><:f240,2Times New Roman,0,0,0><:p<* >><+!>Macchina con tre serbatoi<-!><:f>



<:#322,9025>



<:#322,9025>Dati 3 sebatoi <+">   T<+'>1<-"><-'> <;><+">T<+'>2<-"><-'><;><+">T<+'>3<-'><-"><-'><-'>  .



<:#322,9025>Macchina con ciclo <+#>non reversibile<-#> 



<:#322,9025>--Scambia calore con i 3 serbatoi : <+">	



<:#322,9025><+">	Q<+'>1 <-"><-'>  <;>0	; 	<+">Q<+'>2<-"><-'>  <;> 0	;	<+">Q<+'>3<-"><-'>  << 0<-'><-'><-'>



<:#322,9025>--compie lavoro  <+">L <+'>irr<-"><-'><-'> ;



<:#322,9025>



<:#346,9025>-- il suo funzionamento provoca una variazione di Entropia dell'universo (<:f280,2Symbol,0,0,0>D<:f>S).



<:#322,9025>



<:#322,9025>Macchina reversibile scambia con gli stessi serbatoi:



<:#322,9025>	<+">R<+'>1<-"><-'>  <;>0	 	;	<+">R<+'>2<-"><-'>  <;>0		;	<+">R<+'>3<-"><-'>  << 0 .<-'><-'><-'>



<:#322,9025>



<:#322,9025>Siano  <+">Q<+'>1<-'> + <-"><+">Q<+'>2<-'>  =  R<+'>1<-'> + R<+'>2<-"><-'>  .<-'><-'><-'><-'>



<:#322,9025>



<:#346,9025>Noti <+">Q<+'>1<-'> , R<+'>1<-'> , L<+'>irr<-'> , <-"><:f280,2Symbol,0,0,0>D<:f>S   e le temperature trovare la differenza  | 

<+">Q<+'>3<-"><-'> <+">| -  |R<+'>3 <-'><-"><-'>|



<:#322,9025>



<:#322,9025>Il sistema <\h> :



<:#322,9025>



	<:A16>



<:#322,9025>



	<:A15>



<:#322,9025>



	<:A14>



<:#322,9025>



	<:A13>



<:#322,9025>



	<:A12>



<:#322,9025>



<:#322,9025>



<:#322,9025>Soluzione:



<:#322,9025>



	<:A11>



<:#322,9025>



<:#322,9025>



	<:A10>



<:#322,9025>



<:#322,9025>	che pu<\r> essere <;> = << 0 a seconda della differenza (<+">R<+'>1<-"><-'> - 

<+">Q<+'>1<-"><-'>).   <-'><-'>



<:p<* >>



<+B><:#322,9025><+!>3 corpi.<-!>



<+B><:#322,9025>



<+C><:#644,9025>Tre corpi identici di capcit<\`> termica nota a temperature T<+'>1<-'> , T 

<+'>2<-'> , T<+'>3<-'>  costituiscono un sistema isolato.



<+C><:#966,9025>Con macchine termiche che lavorano soltanto fra i tre corpi e senza apporto di energia dall'esterno determinare la temperatura massima che uno di essi pu<\r> raggiungere.



<+C><:#178,9025><:f160,,>



<+C><:#322,9025>Per ogni ciclo:



<+C><:#322,9025>



<+C>	<:A60>	(Primo principio: conservazione dell'energia))



<+C><:#322,9025>



<+C>	<:A61>	(Secondo principio: macchine reversibili)



<+C><:#322,9025>



<+C>La prima pu<\r> essere scritta :		<:A62>



<+C><:#322,9025>che integrata diviene:



<+C><:#322,9025>



<+C>	<:A63>



<+C><:#322,9025>



<+C><:#644,9025>dove T<+'>x<-'>  , T<+'>y  <-'>, T<+'>z <-'>  sono le temperature finali dei tre corpi e T<+'>01<-'> , T<+'>02<-'>  , T<+'>03<-'>  le rispettive temperature iniziali.



<+C><:#322,9025>



<+C><:#644,9025>Con la condizione supplementare che i corpi 2 e 3 raggiungano la stessa temperatura pi<\y> bassa  T<+'>w<-'> ( T<+'>y<-'> = T<+'>z<-'> = T<+'>w<-'>)  la seconda, integrata, d<\`> :



<+C><:#322,9025>



<+C>	<:A5>



<+C><:#322,9025>



<+C><:#322,9025>In definitiva si arriva al seguente sistema algebrico:



<+C><:#322,9025>



<+C>	<:A4>



<+C>	<:A3>



<+C><:#322,9025>



<:#322,9025>Con T<+'>1<-'> = T<+'>2<-'> = 300 </p>K  e  T<+'>3<-'> = 100 </p>K  si ha :



<:#322,9025>	{{tx -<;> 400., tw -<;> 150.}, 



<:#322,9025>	{tx -<;> 900., tw -<;> -100.},  



<:#322,9025>	{tx -<;> 100., tw -<;> 300.}}



<:#322,9025>



<:#322,9025>Con T<+'>1<-'> =  300  </p>K , T<+'>2<-'> = 200 </p>K  e  T<+'>3<-'> = 100 

</p>K  si ha :



<:#322,9025>	{{tx -<;> 330.541, tw -<;> 134.73}, 



<:#322,9025>	{tx -<;> 775.877, tw -<;> -87.9385},  



<:#322,9025>	{tx -<;> 93.5822, tw -<;> 253.209}}



<:#322,9025>



<:#322,9025>Problema 3 corpi 



<+C><:#274,9025><:f240,,>Soluzione per T<+'>x<-'> ottenuta dal sistema (funzione delle temperature):



<:#274,9025><:f240,,>



<:f240,,>	<:A64>



<:f240,,>	<:A65>



<:#274,9025><:f240,,>



<:#274,9025><:f240,,>cio<\h> la soluzione di 	



<:#274,9025><:f240,,>



<:f240,,>	<:A66>



<+@><:#274,9025><:f240,,>dove 



<+@><:#274,9025><:f240,,>T<+'>x<-'>  <\h> la temperatura a cui si porta C<+'>1<-'>  (temperatura pi<\y> alta);



<+@><:#274,9025><:f240,,>T<+'>w<-'><+'> <-'>  <\h> la temperatura comune (pi<\y> bassa) a cui si portano C<+'>2<-'>  e C<+'>3<-'> ;



<+C><:#548,9025><:f240,,>T<+'>01<-'> (fissa = 300 </p>K)  , T<+'>02 <-'> e T<+'>03<-'> (parametri variabili) rappresentano le temperature di partenza dei corpi  C<+'>1<-'> , C<+'>2<-'> , C<+'>3<-'>  . 



<+C><:#322,9025><:f240,,>Nel grafico T<+'>02<-'> <\h> fatta variare tra 50 e 400 </p>K ; T<+'>0<-'><+'>3<-'>  fra 50 e 350 

</p>K. <:f>



<+C><:#322,9025>



<+C><:#322,9025>							<:f160,,>		da Math \3corpi2<:f>



<+C><:A67>



<+C><:#322,9025>



<+C>    <:p<* >>



<:#322,9025>Tre "spaccati" della superficie T<+'>x<-'> = f(T<+'>02<-'>,T<+'>03<-'>):



<+C><:#322,9025>



<+C><:#230,9025><:f200,,>per T<+'>03<-'> = 200 </p>K<:f>



<+C><:A2>



<+C><:#230,9025><:f200,,>



<+C><:#230,9025><:f200,,>per T<+'>03<-'> = 300 </p>K<:f>



<+C><:A1>



<+C><:#230,9025><:f200,,>



<+C><:#230,9025><:f200,,>per T<+'>03<-'> = 330 </p>K<:f>



<+C><:A0>



<+C><:#322,9025>



<+C><:#322,9025>
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�O�µ�(�¢ :�����µ�(�í���Times New Roman�������·�������¾���ÿ����������þÿAp-002��Times New Roman,18,12,0,0,0,0,0

$$|Q_3|-|R_3|=\Delta S.T_3+\left( R_1-Q_1\right) \left( T_1-T_2\right) \frac{T_3}{T_1T_2}$$Times New Roman,18,12,0,0,0,0,0

$$L_{rev}=L_{irr}+\Delta S.T_3+\left( R_1-Q_1\right) .\left( \frac 1{T_2}-\frac 1{T_1}\right) T_3$$Times New Roman,18,12,0,0,0,0,0

$$Q_1+Q_2=R_1+R_2$$Times New Roman,18,12,0,0,0,0,0

$$\frac{R_1}{T_1}+\frac{R_2}{T_2}+\frac{R_3}{T_3}=0$$Times New Roman,18,12,0,0,0,0,0

$R_1+R_2+R_3=L_{rev}$Times New Roman,18,12,0,0,0,0,0

$$\frac{Q_1}{T_1}+\frac{Q_2}{T_2}+\frac{Q_3}{T_3}=\ -\ \Delta S$$Times New Roman,18,12,0,0,0,0,0

$$Q_1+Q_2+Q_3=L_{irr}$$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$$\frac{\partial M(x,y)}{\partial y}=\frac{\partial N(x,y)}{\partial x}$$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$$M(x,y)=\frac{\partial w}{\partial x}\quad ;\quad N(x,y)=\frac{\partial w}{\partial y}$$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$\delta =M(x,y)dx\ +\ N(x,y)dy$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$$dw=\frac{\partial w}{\partial x}dx\ +\ \frac{\partial w}{\partial y}dy$$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$$d_xw=\frac{\partial w}{\partial x}\Delta x=\frac{\partial w}{\partial x}dx\quad ;\quad d_yw=\frac{\partial w}{\partial y}dy\quad ;.....etc.$$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$$\Delta _xw=\frac{\partial w}{\partial x}\Delta x\ +\ \epsilon _x\Delta x\quad ;\quad \Delta _yw=\frac{\partial w}{\partial y}\Delta y\ +\ \epsilon _y\Delta y\quad ....$$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$$\frac{\Delta w}{\Delta x}$$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$$(Dw)=\lim _{\Delta x\rightarrow 0}\frac{\Delta w}{\Delta x}=\lim _{\Delta x\rightarrow 0}\frac{f\ (x+\Delta x)\ -\ f\ (x)}{\Delta x}$$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$$\frac{\Delta w}{\Delta x}$$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$$\frac{\Delta w}{\Delta x}=(Dw)\ +\ \epsilon $$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$$\Delta w=(Dw)\Delta x\ +\ \epsilon \Delta x$$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$dw=(Dw)\Delta x=(Dw)dx$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$$(D_xw)=\frac{\partial w}{\partial x}=\lim _{\Delta x\rightarrow 0}\frac{\Delta _xw}{\Delta x}=\lim _{\Delta x\rightarrow 0}\frac{f\ (x+\Delta x\ ,\ y\ ,\ z)\ -\ f\ (x,y,z)}{\Delta x}$$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$$\frac{\partial w}{\partial x}$$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$\partial w$Times New Roman,18,12,0,0,0,0,0

$$\frac{\partial w}{\partial x}$$Times New Roman,18,12,0,0,0,0,0

$\partial x$Times New Roman,18,12,0,0,0,0,0

$$\frac 1{\partial x}\quad \text{con}\quad dx$$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$$V_x\frac{dV_x}{dt}\quad +\quad V_y\frac{dV_y}{dt}\quad +\quad V_z\frac{dV_z}{dt}\quad =\quad 0$$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$FF\ =\ -x^y\ +\ yx\ +\ 1\ -\ y$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$$FF\ =\ \frac{\left( yx+1-y\right) T_2}{T_1^y.T_2^{\frac{\alpha -C_1}\alpha }}$$Times New Roman,18,12,0,0,0,0,0

$\geq 0$Times New Roman,18,12,0,0,0,0,0

$$\Delta S\ =\ C_1\ln \frac{T_x}{T_1}\ +\ C_2\ln \frac{T_x}{T_2}$$Times New Roman,18,12,0,0,0,0,0

$$dS=\frac{dQ_1}{T_{11}}\ +\ \frac{dQ_2}{T_{22}}$$Times New Roman,18,12,0,0,0,0,0

$$T_x\ =\ \frac{C_1T_1\ +\ C_2T_2}{C_{1\ }\ +\ C_2}$$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$$2V_x\ \frac{dV_x}{dt}\quad +\quad 2V_y\ \frac{dV_y}{dt}\quad +\quad 2V_z\ \frac{dV_z}{dt\ }\quad =\quad 0$$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$$\lim _{x\rightarrow 1}FF=0$$Times New Roman,18,12,0,0,0,0,0

$x\rightarrow 1$Times New Roman,18,12,0,0,0,0,0

$T_1\rightarrow T_2$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$\BF \tau =(\BF P-\BF O)\wedge \BF F=\BF r\wedge \BF F$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$\BF \tau \ \bullet \ \BF u_a$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$$\BF M=\BF \tau _{risul.}=\sum ((\BF P_i-\BF O)\wedge \BF F_i)$$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$$\ln \left[ \left( \frac{T_x}{T_1}\right) ^{C_1}.\left( \frac{T_x}{T_2}\right) ^{C_2}\right] \geq 0\quad \text{diviene }\rightarrow FF=\frac{\left( T_x\right) ^{C_1+C_2}}{\left( T_1\right) ^{C_1}.\left( T_2\right) ^{C_2}}\geq 1$$Times New Roman,18,12,0,0,0,0,0

$$\frac{T_1}{T_2}\ =\ x$$Times New Roman,18,12,0,0,0,0,0

$$\frac{C_1}{C_1+C_2}\ =\ \text{y}$$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$C_1+C_2=\alpha $SM��
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$\BF L=\left( \BF P-\BF O\right) \wedge m\BF v=\BF r\wedge m\BF v$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$$\BF L=\sum\nolimits_j\BF L_j=\sum\nolimits_j\BF r_j\wedge m_j\BF v_j$$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0

$$\frac{d\BF L}{dt}=\frac d{dt}\sum\nolimits_j\BF r_j\wedge m_j\BF v_j=\sum\nolimits_j\BF r_j\wedge m_j\frac{d\BF v_j}{dt}=\sum\nolimits_j\BF r_j\wedge \BF F_j$$Times New Roman,18,14,0,0,0,0,0
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