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Onde Appendici - 21-24

A-21 Uso degli esponenziali complessi.
Si farà uso degli esponenziali complessi per trattare fenomeni di  Interferenza e Diffrazione.




Ricordiamo le relazioni di Eulero :





;






;






dove, secondo la consuetudine, i è l’unità immaginaria ed e la base dei logaritmi naturali. 

Per comodità grafica spesso scriveremo   

. 

Con queste notazioni le funzioni sinusoidali possono essere rappresentate con la parte reale o la parte immaginaria di 

 : 


L’onda progressiva verrà perciò rappresentata come  

.

Dal momento che i calcoli verteranno tutti sulla parte immaginaria (se si adotta la notazione seno) o la parte reale (se si adotta la notazione coseno), per brevità si ometteranno spesso i simboli  

  , ferma restando la convenzione che, alla fine, per ripassare alla consueta notazione trigonometrica, si dovrà prendere la parte reale per avere la notazione coseno ovvero la parte immaginaria per avere la notazione seno . Per ricordare che la espressione complessa è una notazione simbolica e che di essa deve essere presa la parte reale o immaginaria per descrivere la grandezza fisica, poniamo una sbarretta sulla grandezza complessa  

.

A-22 Onde stazionarie.

Siano date due onde con la stessa pulsazione e la stessa ampiezza, onde che si propagano nella stessa direzione ma in verso opposto.




   ,   


La perturbazione risultante diviene  




raccogliendo 

 e moltiplicando per 2/2 abbiamo : 

 


la frazione è il coseno di (kx) e la parte immaginaria di 

 è  

 quindi:



  come mostrato in altro momento usando le formule di prostaferesi.

A-23 Interferenza fra due sorgenti puntiformi coerenti.
Sono date due sorgenti monocromatiche coerenti, in fase fra loro e distanti  a .

Sia r0 la distanza del punto di osservazione P (posto molto lontano, al limite all’infinito) da O , punto medio del segmento che unisce le due sorgenti. Le distanze di P dalle due sorgenti possono allora essere scritte come 

  e  

  se r è la differenza fra le distanze r1 ed r2 .




La perturbazione in P diviene allora:



  ; 

moltiplicando per 

 e raccogliendo:




cioè una perturbazione sinusoidale 

, sfasata in ritardo rispetto alle sorgenti (a causa del termine kr0) avendo percorso il cammino medio  r0 , la cui ampiezza 

 varia col punto P in funzione di r.

Chiamiamo 

 lo sfasamento fra le perturbazioni che giungono in P dalle due sorgenti ( a causa della differenza di cammino r) ;   allora  

 .

Ricordando la relazione trigonometrica: 

  abbiamo:







Per la intensità (

) si trova infine 

  come già trovato in altro momento con differente procedimento.

I massimi di intensità si hanno in corrispondenza di  = mcioè quando il coseno =1;

i minimi (zeri) si hanno in corrispondenza di 2mcioè quando il coseno = -1

A-23 B  Interferenza fra N sorgenti puntiformi coerenti.
Si può estendere il metodo (esponenziali complessi) al calcolo dell’interferenza quando si abbiano anche più di due sorgenti.

Siano date N sorgenti puntiformi di onde monocromatiche, di lunghezza d’onda , di ampiezza  , coerenti; le sorgenti, in fase tra loro, sono disposte lungo una retta, equispaziate di a . A grande distanza si osserva su uno schermo la figura di interferenza ottenuta dalla sovrapposizione dei  contributi che giungono sullo schermo da tutte le sorgenti. 

Si riveda la A17 ; riportiamo qui per comodità la Fig.A17-1A.

Rappresentiamo le perturbazioni con gli esponenziali complessi usando per il resto le stesse notazioni (

) già usate in A17.

La perturbazione sullo schermo vale 







dove r1 , r2 , ...rN sono i cammini percorsi dai contributi delle rispettive sorgenti.

Raccogliendo possiamo anche scrivere:




dove 

  è la differenza di fase  fra il contributo m-esimo e il primo. Se, come si è supposto, le sorgenti sono equispaziate, gli sfasamenti fra onde che provengono da sorgenti adiacenti sono tutti uguali a 

. In definitiva








[1]

L’espressione 

 è una serie in cui i termini stanno in progressione geometrica e la cui somma vale 

.  Raccogliendo 

 la somma diviene    



 EMBED Equation.2  
 

    Ponendo 

  e  sostituendo nella [1] si ottiene:




L’espressione in parentesi 

 (che si è volutamente moltiplicata per 

) è il rapporto fra due Seni
Si ottiene infine:








[2]

Abbiamo cioè una perturbazione (un’onda)  rappresentata da 



   che giunge sullo schermo in ritardo di fase (rispetto alla partenza), avendo percorso mediamente un cammino 

  (ricordare che è 

).   

L’ampiezza di questa perturbazione, nei vari punti dello schermo, vale 

  come già ricavato  nella  [1]  della  A17. Per la discussione dei massimi e dei minimi di quest’ultima funzione si rimanda alla A17.

La [1] rappresenta, in forma complessa, la somma delle perturbazioni provenienti da N sorgenti coerenti, equispaziate, isotrope. Se, come proposto in alcuni problemi d’esame, alcune di queste sorgenti fossero oscurate, nella [1] dovrebbero essere cancellati i termini corrispondenti a queste sorgenti mancanti. La relazione continua ad essere valida anche se il suo sviluppo non porterebbe più ad una relazione compatta come la [2] (che presuppone la “regolarità” del sistema). Per  via analitica non si può procedere oltre senza conoscere i dettagli. Partendo dalla stessa [1] si può provare a ricavare un grafico analogo a quelli delle figure [Fig. 8-4 

 Fig.8-8] del problema 10-9-1998; alcune di queste figure sono state riportate anche in A17 (vedi Fig. A17-7 

 Fig. A17.13)

Programmi di calcolo appropriati forniscono direttamente il modulo del numero complesso Somma delle varie perturbazioni, modulo che può essere riportato in grafico ancora usando programmi di calcolo adeguati. I grafici ricavati sono identici a quelli delle figure or ora ricordate.

Occorre notare che, come già osservato a proposito del problema 10-9-1998, anche ora, operando sul modulo, si perde l’informazione del segno. Si ricordi però che l’occhio e gli apparecchi fotografici sono sensibili all’energia trasportata dall’onda, cioè all’intensità, proporzionale al quadrato dell’ampiezza: in questo caso la perdita del segno nell’espressione della ampiezza diviene irrilevante. 

Il segno sull’ampiezza resta importante se si vuole comporre la perturbazione risultante con altre perturbazioni per costruire figure di interferenza più complicate. In quest’ultimo caso occorre procedere con prudenza: si devono prima comporre tutte le perturbazioni, rappresentate dalla loro forma complessa e soltanto dopo questa operazione è lecito ricavare il modulo della perturbazione risultante. Si ricordi infatti che nei fenomeni di interferenza fra perturbazioni coerenti si compongono le ampiezze (col loro segno - legato alla fase relativa) ;  quando le perturbazioni sono incoerenti si compongono le intensità (nelle quali i segni - e quindi le relazioni di fase - sono perduti).

Ampiezza e Intensità

Una volta per tutte si vorrebbe chiarire qui la relazione fra Ampiezza e Intensità di un’onda.
L’Intensità I di un’onda può essere definita come la quantità (mediata nel tempo) dell’energia che attraversa, nell’unità di tempo, una superficie di area unitaria, posta perpendicolarmente alla direzione del flusso dell’energia stessa. 

Nel caso di un’onda elettromagnetica l’intensità I rappresenta pertanto la media temporale del Vettore di Poynting 

 .  

In un’onda elettromagnetica piana  nel vuoto abbiamo 

 e 

 ; quindi il modulo di S vale 

. L’intensità I è pertanto uguale alla media temporale di quest’ultima quantità : 

 (avendo indicato con 

 la media temporale di E2 ). 

In genere l’onda elettromagnetica può essere rappresentata da funzioni sinusoidali (o semplici o tramite lo sviluppo di Fourier); di conseguenza il valor medio temporale diviene 

.

Come in molti testi pubblicati, anche trattando di onde e.m. , per brevità, ometteremo spesso il fattore 

 . In questo modo la Intensità dell’onda diviene semplicemente il quadrato della Ampiezza. Tutto questo equivale, per le grandezze in questione ( E , B , I ), alla scelta di Unità di Misura arbitrarie (cioè non appartenenti al S.I.). 

A-24 Diffrazione di Fraunhofer da una lunga fenditura rettilinea.




Un’onda piana monocromatica investe uno schermo opaco, parallelo al fronte d’onda. Sullo schermo è praticata una fenditura rettilinea, di larghezza b (maggiore della lunghezza d’onda  ma non troppo - per es. 100 > b >10, di lunghezza idealmente infinita, perpendicolare al piano della Figura 1.

Dividiamo la fenditura in infinite strisce di larghezza infinitesima dx, parallele al lato lungo della fenditura.

Se 0 è l’ampiezza della perturbazione che ha origine dall’intera fenditura, il contributo di una striscia di larghezza dx  vale :



Se x è la coordinata dell’elemento generico dx, poniamo





Nel punto di osservazione P posto a grande distanza (infinita) dallo schermo, sulla direzione che forma un angolo  con la normale al fronte d’onda (e allo schermo che contiene la fenditura) si può calcolare, facendo uso degli esponenziali complessi, la perturbazione risultante (somma di tutti i contributi dovuti agli elementi dx) come funzione dell’angolo (che, nell'integrale in x, è un parametro costante)
















[1]

(avendo posto  

 ) come già ricavato anche con altro procedimento (Ricordare 

)

Nella è lo sfasamento che intercorre fra l’onda elementare che proviene da un estremo della fenditura e l’analoga onda elementare che proviene dall’estremo opposto.

Nel punto di osservazione P giunge quindi una perturbazione  

, sinusoidale nel tempo e sfasata in ritardo rispetto al piano della fenditura (sfasamento dato dal termine kr0); sempre nel punto P l’ampiezza varia con la direzione di osservazione (cioè varia con l’angolo ) secondo quanto fornisce la [1].

Si riportano qui di seguito i grafici della funzione Ampiezza () (Fig.A24-2)  e del suo quadrato  ()  (proporzionale all’Intensità )(Fig.A24-3) nel punto di osservazione P:  le ordinate sono state normalizzate all’unità ; in ascisse si è riportato 

 

Quando è 

,  consegue 

  cioè la funzione si annulla.










Ampiezza Fig.A24-2

Intensità   Fig.A24-3

Per confrontare gli zeri delle due funzioni, si riportano in Fig.A24-4  sovrapposte




La figura A24-5 è stata realizzata dimezzando il rapporto 

 rispetto alla figura precedente. Corrispondentemente la figura di diffrazione si è allargata.

Si riportano qui di seguito (Fig.A24-6) i grafici della funzione Ampiezza ( blu)  e del suo quadrato  ( rosso)  (proporzionale all’Intensità ) della perturbazione nel punto di osservazione P:  le ordinate sono state normalizzate all’unità ; in ascisse si è riportato 

 in unità arbitrarie.







La figura A24-7 è stata realizzata triplicando  il rapporto 

 rispetto alla figura precedente 

(Fig.A24-6). Corrispondentemente la figura di diffrazione si è allargata.
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     					Fig.A24-4
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   Fig.A24-2
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