PAGE  
9
Soluzioni 2000 

Traccia per le  SOLUZIONI  2000 : BOZZA
Nei risultati talvolta si sono qui omessi i passaggi algebrici finali; durante gli esami è però opportuno che i candidati portino a termine (o almeno il più avanti possibile) i calcoli.

Quando il problema comprende dati numerici, la soluzione richiede una risposta numerica.

Si indicheranno con ** eventuali commenti ai procedimenti proposti.

..........

..........

15 - 4 - 2000 Elettromagn

1) Quando il condensatore è carico, le armature si attraggono con una forza (in modulo) data da 
[image: image112.wmf]  Il modulo di essa è uguale sia al modulo della Forza esercitata dalla molla (1) sia al modulo della Forza esercitata dalla molla (2) ; quindi:
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2) Analogamente si può scrivere  
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 e quindi  
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3)  La d.d.p. applicata al condensatore (a regime, cioè con le molle deformate) è:
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   da cui si ricava V0 . 

4)  L'energia immagazzinata nel sistema ammonta alla somma della energia meccanica immagazzinata nelle molle e di quella elettrica immagazzinata nel condensatore.

Al momento in cui il condensatore viene chiuso su un circuito esterno e scaricato, tutta l'energia immagazzinata viene restituita e dissipata nel circuito esterno. Essa pertanto vale:
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 si possono sostituire i valori ricavati nelle domande precedenti e ottenere un risultato in cui compaiono soltanto i termini forniti inizialmente dal problema.

15 - 4 - 2000 Ottica 
1) L'ampiezza dell'onda risultante nel massimo centrale si ottiene sommando aritmeticamente le tre ampiezze (nel massimo centrale le onde provenienti dalle tre sorgenti giungono in fase).

Si ha cioè:
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e l'intensità 
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2) Il primo minimo (zero) si forma quando la poligonale formata dai fasori corrispondenti alle tre onde si chiude per la prima volta. La poligonale ha tre lati ma il triangolo (poligonale chiusa) non può mai avere un lato uguale alla somma degli altri due. La poligonale degenera nella sovrapposizione dei tre segmenti allineati; lo sfasamento fra ciascuno e il successivo vale 
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 da cui  
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3) Si forma il minimo (zero) successivo quando lo sfasamento fra contributi contigui si accresce di 
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 quindi 
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da cui 
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4) Oscurando S3  restano i contributi di S1 e S2 sfasati fra loro di 
[image: image15.wmf]p
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 quindi, complessivamente, in opposizione; resta quindi 
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 (come ci si poteva aspettare: l'ampiezza risultante uguale all'opposto dell'ampiezza dell'onda "mancante").

20-5-2000  Elettromagn. 

1) Per il momento ragioniamo pensando di essere nel vuoto (cioè prescindendo da 
[image: image17.wmf]r
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La capacità di un sistema di due conduttori (A e B) è definita come la carica Q che si pensa di spostare da B su A (lasciando quindi su B la carica 
[image: image18.wmf]Q
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), divisa per la differenza di potenziale (
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) che si viene così a formare fra A e B : 
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. (vedi per es. La Fisica di Berkley - Elettricità e Magnetismo- Zanichelli 1971 pag. 114 e seg. - soprattutto pag. 118 e 119)
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Chiamiamo A e B i conduttori come in Figura 1 e prendiamo l'origine di un sistema di riferimento nel centro O del conduttore A. Per calcolare 
[image: image21.wmf]B
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 occorre conoscere il campo elettrico E in un punto generico P (di ascissa x)  fra  A e B . 

** Si ricordi che il potenziale elettrostatico in un punto P è definito come 
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 quindi (con passaggi abbreviati e notazione "frettolosa") : 
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 che, scambiando opportunamente i segni, diviene : 
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** Si noti ancora che A  e B sono superfici di conduttori e perciò equipotenziali; l'integrale si può quindi calcolare partendo da un qualsiasi punto di A verso qualunque punto di B. Il cammino fra  A e B  può essere qualunque (il campo è conservativo !). All'interno dei conduttori il campo E è nullo.

Immaginata sul conduttore A una carica uniformemente distribuita,  il campo E  risulta identico a quello di una distribuzione lineare, coincidente con l'asse del cilindro. Supponiamo quindi che la carica Q si distribuisca uniformemente con densità lineare 
[image: image25.wmf]l

 lungo tutto il conduttore A (e densità lineare 
[image: image26.wmf]l
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 su B)  Applicando la legge di Gauss ad  una ideale superficie cilindrica (di raggio di base x e altezza Z) concentrica col conduttore A e ripetendo il calcolo per una superficie concentrica con B , per il modulo di E si ottiene: 
[image: image27.wmf])
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  (sovrapposizione degli effetti)

E  è  diretto da A verso B.

Eseguendo l'integrazione su un cammino rettilineo fra A e B abbiamo allora :

 
[image: image28.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

=

·

=

-

ò

ò

-

R

R

H

dx

x

H

x

d

V

V

R

H

R

B

A

B

A

ln

.

2

2

1

1

2

0

0

pe

l

pe

l

r

E

       


[1]

** L'integrale si spezza nella somma di due integrali  : 
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 Danno entrambi lo stesso risultato: il primo in modo ovvio; il secondo con una banale trasformazione (per esempio 
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Il risultato finale è quindi il doppio del risultato del singolo integrale (come appunto  nella [1])
La capacità per unità di lunghezza nel vuoto risulta quindi 
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Se si tien conto che tutto è immerso in un dielettrico di costante dielettrica relativa 
[image: image33.wmf]r

e

 ,  la capacità per unità di lunghezza diviene 
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2) Per il calcolo dell'induttanza si può procedere seguendo almeno due linee di ragionamento che non portano a risultati identici (anche se molto simili). Ai fini della valutazione si è riconosciuta uguale validità alle soluzioni che ne scaturiscono.

Si può partire dalla definizione di Induttanza: 
[image: image35.wmf]I

L

)

(

B

F

=

 . Le differenze di cui sopra riguardano la scelta della superficie  attraverso cui valutare il flusso di B.

Si può pensare che il sistema dei conduttori costituisca una lunga spira percorsa da una corrente I uniformemente distribuita nella sezione del conduttore (per esempio entrante nel foglio per il conduttore A e la corrente "di ritorno"  uscente dal foglio  per il conduttore B). Il calcolo di B in un punto generico P (di coordinata x) fra  A e B  si può eseguire partendo dalla legge di Ampère (applicata prima al conduttore A , poi separatamente a B : principio di sovrapposizione). (Si osservi che in Figura 1 la circonferenza di centro O e raggio x rappresenta anche una linea di forza del campo BA generato dalla corrente che percorre il  conduttore A )

Concentriamoci per ora sul conduttore A.

[image: image107.wmf]
Il campo BA all'interno del conduttore A, per la legge di Ampère, è nullo (in quanto all'interno la corrente è nulla per ipotesi); al di fuori del conduttore vale  (in modulo):  
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   (pari a quello prodotto nello stesso punto da una corrente "filiforme" che scorra lungo l'asse del conduttore).

E' a questo punto che si potrebbero seguire procedimenti un po' differenti.

aa)  Il flusso di BA va calcolato "attraverso una qualunque superficie che abbia la spira come contorno". Si pensi allora (Figura 2) a una superficie (rettangolare) fra i conduttori, di altezza arbitraria Z e base H (cioè da O a O' - valutata sull'asse X ) . In essa individuiamo un elemento di base dx e altezza Z.  Nei punti di questa superficie BA non è uniforme però è perpendicolare alla stessa. Si ricordi inoltre che fra O e R il campo BA è nullo, quindi il flusso può essere scritto come:
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In modo analogo può essere scritta una relazione per il campo BB generato dalla corrente che circola nel secondo conduttore (B). 

Per il calcolo del flusso di BB  si può procedere come sopra pensando di estendere la superficie rettangolare (partendo da O') da R a H (da destra a sinistra! BB è nullo all'interno di B) : l'integrale dà lo stesso risultato della [2] e il flusso totale (ancora per il principio di sovrapposizione) è il doppio del valore trovato in [2]: 
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    Infatti nei punti della superficie rettangolare individuata nella Figura 2 , BA e BB sono paralleli e concordi quindi si possono addizionare banalmente.

L'induttanza per unità di lunghezza vale quindi 
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[3]

bb)  In alternativa si potrebbe procedere partendo da una diversa definizione di induttanza: cioè calcolando il flusso di B attraverso una superficie che abbia il circuito come contorno, superficie tracciata "da bordo a bordo dei conduttori, cioè escludendo il corpo del conduttore stesso" . 

Seguendo questa linea, gli integrali vanno calcolati fra R e H-R  e la [2] va modificata nel modo seguente:
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[4]

** Già nel calcolo della Capacità abbiamo trovato gli integrali  
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 estesi  fra R e H-R perché all'interno dei conduttori il campo E è nullo. 

Essi pure portano al risultato 
[image: image43.wmf]R
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Nella [3] troviamo invece il risultato 
[image: image44.wmf]R

H

ln

 perché il campo B è nullo all'interno del conduttore che lo genera ma all'interno dell'altro è diverso da zero  (e quindi gli estremi di integrazione sono, appropriatamente, R e H ). I risultati [3] e [4] possono esser riguardati come una approssimazione l'uno dell'altro Se si assume infatti che sia H>>R , sarebbe ragionevole porre 
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Dal punto di vista fisico, questa approssimazione equivale a trascurare il flusso del campo BA all'interno del conduttore B (e il flusso del campo BB all'interno del conduttore A): se i due conduttori sono "sottili" e non molto vicini, l'approssimazione può risultare conveniente. Per esempio: se R = 2 mm  e H = 50 mm  il rapporto fra i due risultati  vale 1.01 , con una differenza (errore) pari a 1% .

Dal punto di vista logico, la scelta bb) può rappresentare, come si è detto, una definizione "alternativa" di induttanza. La differenza fra il ragionamento aa)  e quello bb) consiste nella linea che si prende come contorno alla superficie attraverso la quale calcolare il flusso di B; la scelta porta a due concetti di induttanza leggermente differenti. Si ricordi  d'altra parte che, al concetto di induttanza, si potrebbe pervenire anche con considerazioni che riguardano l'energia associata al  campo magnetico: non ci soffermiamo sulla discussione "filosofica " fra le varie  scelte, discussione per la quale si rimanda ai Corsi di Campi e Circuiti (vedi ad es. Ramo-Whinnery-Van Dauzer : Campi e Onde nell'elettronica per  le Comunicazioni - Ed. Angeli 2a edizione 1980 -  §§ 5-07 e 5-08  pag. 357 e seg. e anche §§ 5-21 e 5-22 pag. 389  e seg. )

Si pensi infine che anche in altri casi si fa ricorso ad approssimazioni, talvolta palesi, talvolta più o meno nascoste: quando, per esempio, si calcola la capacità di un condensatore a facce piane e parallele, trascurando "gli effetti di bordo" o si calcola l'induttanza di un "lungo" solenoide trascurando la disuniformità del campo B in prossimità degli estremi del solenoide stesso. Persino nel calcolo della capacità di un condensatore sferico (due sfere conduttrici concentriche) che pur appare come un dispositivo a simmetria perfettamente sferica e quindi meno bisognoso di approssimazioni, si deve trascurare qualche dettaglio: il conduttore interno dovrà essere caricato; per far ciò sarà necessario praticare un foro nell'armatura esterna e raggiungere la sfera interna con un conduttore che, per quanto sottile e "insignificante", non può non perturbare la perfetta simmetria del sistema.

E si osservi anche che l'aver assunto la carica (all'inizio del punto [1]) e la corrente (nel punto [2]) come uniformemente distribuite sul conduttore o, rispettivamente, nella sezione del conduttore, equivale ancora ad una ulteriore approssimazione. Infatti qualora non si possa considerare  H>>R , la presenza del conduttore B  (carico) certamente altera in qualche modo la distribuzione della carica sul conduttore  A e di conseguenza la simmetria del campo E.  Altrettanto dicasi per le correnti (e quindi per B).

3) Se si fa uso del risultato [3] acquisito precedentemente, la velocità di propagazione di una perturbazione elettromagnetica (corrente, tensione o campo e.m. ) lungo la linea vale (se il materiale interposto non è ferromagnetico e quindi si possa porre
[image: image46.wmf]1

»

r

m

):


[image: image47.wmf]R

R

H

R

H

c

v

r

-

=

=

ln

.

ln

1

1

0

0

e

pe

p

m

l

  

Se si assume valido il risultato fornito dalla [4]  l'espressione della velocità può essere semplificata e si riduce a : 
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essendo nel nostro problema 
[image: image49.wmf]4
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La semplicità del risultato che si ottiene adottando la soluzione [4] la fa spesso preferire ma se si avessero motivi di non ritenerla valida, si noti che l'induttanza calcolata usando la soluzione [3] risulta un po' più grande di quella ottenuta usando la [4] e la velocità della perturbazione, anche nel vuoto,  risulta un po' più piccola di c.

[image: image108.wmf]
20-5-2000   Ottica
Esprimiamo le lunghezze in centimetri e scegliamo come riferimento tutto positivo a destra e tutto negativo a sinistra .
1)  Calcoliamo dapprima la distanza focale per la "lente - bolla d'aria" .
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** La "lente" è biconvessa ma, essendo realizzata come "aria  inserita in un mezzo più denso", si comporta al contrario, cioè come una lente divergente (distanza focale negativa).

· Per il primo passaggio (attraverso B) si può usare la relazione delle lenti   
[image: image51.wmf]f
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  che, con i valori numerici proposti, diviene 
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 da cui la distanza della prima immagine (fornita dalla "lente") 
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. L'immagine (virtuale) si forma alla destra della lente B.

· Si eseguono ora i calcoli relativi al secondo passaggio (diottro A  plastica-aria): 
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 ; con i valori numerici forniti (si osservi che la nuova p vale x+15=30 cm) quindi  
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  da cui  in definitiva q = - 20 cm  (quindi: immagine REALE nell'aria, a sinistra di A) .

2) L'ingrandimento finale è il prodotto dei due ingrandimenti:
[image: image56.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image57.wmf]30
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   da cui  
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  : immagine rimpicciolita e capovolta.

3) Per la reciprocità dei cammini ottici, l'oggetto E andrà posto nel punto in cui si formerebbe la immagine di D data dal diottro Z. Abbiamo allora 
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 ; con i valori numerici 
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 : l'oggetto E va posto all'infinito dalla parte destra del sistema.

15 -6 -2000  Elettromagn.
1) L'accelerazione può essere calcolata come 
[image: image62.wmf]M
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Sul corpo C agisce la forza elettrica  QE  e la reazione del vincolo. Essendo un vincolo liscio, quest'ultima è perpendicolare alla guida e quindi , per il moto, è attiva solo la componente  (proiezione) di QE  nella direzione tangente alla guida.

Nel punto P1 il campo elettrico vale in modulo 
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 dove r è la distanza di P1 da Z (
[image: image64.wmf]2
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) ed è diretto secondo la congiungente da Z a P1 .(E' il campo di una distribuzione lineare di carica, rettilinea,  a densità 
[image: image65.wmf]l
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La sua componente  tangente alla guida è 
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  e, in definitiva, per il modulo dell'accelerazione si ha  
[image: image67.wmf]M
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 diretta tangente alla guida (cioè parallela all'asse X)

2) La velocità nel punto P2 può esser calcolata pensando al lavoro fatto dalle forze del campo quando il corpo passa da P1 a P2 . Detto lavoro è anche dato dalla differenza delle energie potenziali fra P1 e P2.

Il potenziale del campo di una distribuzione lineare di carica non è definito se si prende il punto all'infinito come punto di riferimento dei potenziali; è però sempre possibile calcolare la differenza di potenziale fra P1 e P2 come:
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Quindi 
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  da cui si ricava, per la velocità  
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**Per il calcolo della d.d.p. si noti che le superfici cilindriche coassiali con la distribuzione lineare sono superfici equipotenziali e la d.d.p. può esser quindi calcolata fra quelle che passano per P1 e P2. 

Ancora: il campo è conservativo e quindi si può seguire qualunque percorso fra P1 e P2 , in particolare un percorso radiale .  

Si noti infine che il prodotto scalare che compare nell'integrale può esser letto sia come la proiezione di E sulla traiettoria r, sia la proiezione di r sulla direzione (radiale) di E . 

3)  Nel punto P2 il corpo C  (che in quel punto si muove perpendicolarmente alle linee  del campo E - che sono radiali) è soggetto alla forza elettrica QE radiale e alla reazione del vincolo (guida) che lo obbliga a procedere di moto curvilineo con raggio di curvatura R (e quindi con accelerazione 
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Da 
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, proiettata sull'asse X , abbiamo:
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   cioè diretta  da P2 verso O. 

Introducendo i valori ricavati in precedenza si può giungere a       
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(o espressioni equivalenti)

** Si ricordi che, se il corpo fosse in quiete nel punto P2, la guida dovrebbe soltanto "reggere" la spinta elettrica esercitata da E sulla carica Q . Quando C è in moto si aggiunge l'effetto centripeto.
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1) per le due lunghezze d'onda abbiamo (per la stessa b e lo stesso 
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quindi :
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Ma m1 e m2  devono essere anche numeri interi ciò significa che le condizione richieste si realizzano per il secondo minimo della radiazione (1) e per il terzo della radiazione (2) . Abbiamo allora :


[image: image79.wmf]7

1

10

.

6

.

2

2

sen

-

=

=

l

J

b

  da cui  
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2) 
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   e si può ricavare 
[image: image83.wmf]°

@

=

-

2

...

2

1

J

J


3) Con l'interposizione della  lastra trasparente i cammini ottici delle onde che provengono dalla fenditura risultano alterati: quelli che provengono dal bordo inferiore percorrono uno spessore H; quelli che provengono dal bordo superiore percorrono uno spessore 
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 (Se l'angolo 
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 , come suggerito, è "piccolo" la tangente è all'incirca uguale all'angolo stesso - espresso in radianti) . Anche per 
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 , i cammini delle perturbazioni provenienti dagli estremi della fenditura differiscono di 
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 e da questa differenza di cammino origina una differenza di fase 
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Le onde uscenti dalla fenditura formeranno il massimo principale quando  la differenza di cammino provocata dall'inclinazione 
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compensa la differenza di cammino ottico introdotto dalla lastra; o meglio, quando la differenza di fase originata dall'inclinazione 
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compensa la differenza di fase prodotta dalla introduzione della lastra 
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 Il tutto come se il fronte d'onda dell'onda incidente non fosse parallelo allo schermo opaco ma giungesse inclinato di un angolo circa uguale a 
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.(Sempre nell'approssimazione di  
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 "piccolo") . 

** Si noti che se l'onda incidente giungesse formando veramente un angolo 
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 con  lo schermo forato, il massimo principale (senza lastra) si formerebbe "veramente" sotto l'angolo 
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 senza far ricorso ad approssimazioni. L'approssimazione è qui introdotta solo per il calcolo dello sfasamento provocato dalla presenza della lastra.

** Si è suggerito di considerare "piccolo" anche lo spessore H della lastra trasparente. Infatti, se ciò non fosse, per angoli di incidenza diversi da zero,  lo spessore di materiale attraversato aumenterebbe  con l'angolo di incidenza; in aggiunta a ciò potrebbe diventare sensibile lo "spostamento laterale" dei raggi che attraversano la lastra stessa. 
4)  Sempre considerando "piccoli" sia H che 
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, la posizione richiesta del minimo si trova come nel caso di un'onda che giunga con fronte d'onda non parallelo allo schermo.

Il massimo principale si forma sotto l'angolo 
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 calcolato al punto precedente. Ad esso va sommato (sommato se si pensa al minimo che si forma dalla parte "superiore" della figura ; sottratto se si pensa al minimo "inferiore" cioè quello che si forma dalla banda opposta del massimo principale) l'angolo 
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 che, come al solito, si ricava da 
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** Una soluzione alternativa ai punti 3)  e  4) potrebbe essere trovata applicando appropriatamente le leggi di Snell ai "raggi" che escono dalla fenditura e che attraversano la lastra.

 L'incidenza sulla prima faccia avviene ad angolo zero. 

Dalla seconda faccia i "raggi" emergono invece formando (rispetto alla normale alla seconda faccia della lastra) un angolo  (  dato dalla legge di Snell:  
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   da cui , ancora per angoli "piccoli",   
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è calcolato rispetto alla normale alla seconda faccia (che a sua volta forma con lo schermo un angolo 
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). Per ritornare nel sistema di riferimento usuale (con l'asse X perpendicolare allo schermo), ad esso occorre sottrarre 
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. In definitiva:  
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  come già trovato precedentemente.

Questo risultato non deve stupire: la "deviazione" dei raggi, provocata (secondo l'ottica geometrica) per esempio dall'introduzione di una lente, equivale (secondo il linguaggio ondulatorio) allo "sfasamento"  fra le onde provocato dall'attraversamento di spessori differenti di vetro (nella lente). Più in generale si pensi ancora all'equivalenza fra l'applicazione delle leggi di Snell (ottica geometrica) e l'applicazione dei principi di Huygens e di  Malus (ottica ondulatoria). A questo proposito vedi ad es. Halliday-Resnick-Krane Fisica 2 -CEA  4a edizione- § 43-5 Pag.984 e seg. 

oppure  Alonso-Finn Elementi di Fisica per l'Università  Vol. 2°  - Addison Wesley  2a edizione - 

§ 13-4 Pag. 414 e seg. o ancora  Lovitch-Rosati  Fisica Generale Vol. 2- CEA-  3a edizione - § 16-3 Pag.343 e seg. (si fa  riferimento ad una certa edizione unicamente per riportare il numero esatto della pagina; in genere tutte le edizioni - precedenti e successive - e anche di altri testi - discutono gli stessi argomenti, seppure forse a pagine differenti).
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