Sistema, Ambiente ed Universo termodinamico

La termodinamica classica si occupa dello

studio degli scambi di energia (lavoro meccanico, calore) tra una porzione finita di materia
limitata da una superficie (reale o immaginaria) detta sistema termodinamico e la materia
circostante detta ambiente termodinamico che assieme formano /universo termodinamico

Universo Termodinamico

Materia ordinaria :

- sostanze chimiche pure
Ambiente Termodinamico - fasi gassosa, liquida e solida
* miscele

- reazioni chimiche

Sistema Termodinamico Sistemi termodinamici :

- sostanza pura in fase gassosa
contenuta in un recipiente

- miscela di benzina e aria contenuta
nel cilindro di un motore

NOTA: la separazione dell'universo in sistema ed ambiente &
in una certa misura arbitraria per cui & sempre possibile
suddividere il sistema in sottosistemi od unire pil sistemi in
un unico sistema oppure pensare I'ambiente come un secondo
sistema

- filo in tensione, bolla di sapone

- cellula
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Coordinate Termodinamiche

La descrizione del sistema termodinamico & fondata sul concetto di stato
- grandezze fisiche interne

* grandezze fisiche macroscopiche

si definiscono coordinate termodinamiche o variabili di stato le grandezze fisiche (X, X, ... X))
che descrivono lo stato di un sistema termodinamico.

Universo Termodinamico Esempi di coordinate termodinamiche :

* sostanza pura in fase gassosa
volume (V), pressione (P), temperatura (T), numero moli (N)

Ambiente Termodinamico

- filo in tensione
tensione (1), lunghezza (L), femperatura (T)

* sostanza paramagnetica
magnetizzazione (M), campo magnetico (H), temperatura (T)

Categorie di coordinate termodinamiche :

- estensive . dipendenti dalla massa della porzione
materiale. Descrivono proprieta globali del sistema
[volume (V), humero di moli (N),...]

- intensive : indipendenti dalla massa della porzione
materiale. Descrivono proprietd locali del sistema

[pressione (P), temperatura (T),...]
Prof. Nicola Semprini Cesari pa



Trasformazioni Termodinamiche

Universo Termodinamico

Ambiente Termodinamico

L'esperimento mostra che /o scambio di energia tra
sistema ed ambiente & sempre caratterizzato dalle
seguenti proprieta generali

* cambiano col tempo le coordinate termodinamiche sia
del sistema che dell'ambiente (cambiamento di stato)

* se ambiente e sistema sono isolati dall'esterno (non
scambiano energia con l'esterno) dopo un certo tempo
cessa lo scambio di energia e le coordinate
termodinamiche raggiungono valori che verranno
mantenuti invariati nel fempo (stato costante)*

Queste proprieta vengono descritte introducendo
alcuni nuovi concetti

si definisce trasformazione termodinamica la variazione nel tempo dello stafo (coordinate
termodinamiche) determinata dallo scambio di energia (lavoro meccanico, calore) tra sistema ed
ambiente. In generale gli stati di una trasformazione si chiamano stat/ di non equilibrio.

si definisce stato di equilibrio lo stato costante nel fempo raggiunto dal sistema a seguito dello
scambio di energia (lavoro meccanico, calore) con I'ambiente (nella ipotesi che ambiente e
sistema siano isolati dall'esterno). Nello stato di equilibrio lo scambio di energia si interrompe.

un sistema fisico che evolve verso uno stato di equilibrio € un sistema che soddisfa il IT principio
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Esempi

- Superficie flessibile, differenza di pressione tra sistema ed ambiente: scambio di

lavoro meccanico PA

dL=Ff il =
=(A-P)S dl =(P.-P)dV

Se sistema ed ambiente sono isolati rispetto all'esterno dopo un certo tempo si annulla
la differenza di pressione iniziale e si interrompe lo scambio di lavoro meccanico
raggiungendo lo stato di equilibrio.

- Superficie diatermica, differenza di femperatura tra sistema ed ambiente: scambio di
calore. Se sistema ed ambiente sono isolati rispetto all'esterno dopo un certo tempo si
annulla la differenza di temperatura iniziale e si interrompe lo scambio di calore
raggiungendo lo stato di equilibrio.
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Proprieta delle trasformazioni termodinamiche

» sono sempre determinate da una differenza nel valore di una o pit coordinate termodinamiche
intensive tra sistema ed ambiente

- dipendono dalla natura della superficie che limita il sistema
Si distinguono in proposito i seguenti tipi di superficie

superficie rigida (flessibile) : non permette (permette) lo scambio di energia nella forma di lavoro
meccanico

superficie adiabatica (diatermica): non permette lo scambio di energia nella forma di calore e
conseguentemente di sistemi

sistema isolato : non scambia energia (lavoro e calore) con 'ambiente (superfici rigide e adiabatiche
sistema adiabatico : non scambia calore ma solo lavoro meccanico con I'ambiente (pareti adiabatiche)

Proprieta delle coordinate nel corso di una trasformazione termodinamica
* variano con il tempo e con la posizione (es: compressione, cessione di calore)

- gli stati di non equilibrio sono descritti da coordinate termodinamiche dipendenti dal tempo e
dalla posizione

L'analisi precedente permette di individuare anche le condizioni affinche si arresti la trasformazione
termodinamica

- le coordinate termodinamiche assumono lo stesso valore nell'ambiente e nel sistema
- le coordinate tfermodinamiche assumono lo stesso valore in futti i punti del sistema
e quindi le proprieta delle coordinate termodinamiche negli stati di equilibrio

- gli stati di equilibrio sono descritti da coordinate termodinamiche indipendenti dal tempo che
assumono lo stesso valore nell'ambiente ed in tutti punti del sistema
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Termodinamica dei processi irreversibili

sistemi fermodinamici lontani dall'equilibrio

Termodinamica classica
sistemi termodinamici prossimi all'equilibrio
In tali sistemi le trasformazioni hanno le seguenti caratteristiche

- differenza infinitesima tra le coordinate termodinamiche dell'ambiente e del
sistema

* frasformazione su tempi infinitamente lunghi (trasformazione infinitamente lenta)
- il sistema eguaglia i valori delle coordinate termodinamiche in futti i punti interni

lo stato & allora prossimo ad uno stato di equilibrio e la trasformazione avviene
attraverso una sequenza di stati di equilibrio :

si definisce trasformazione quasi statica una trasformazione che avviene
attraverso una sequenza di stati prossimi all'equilibrio
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Scambi di calore

Le proprieta generali delle trasformazioni termodinamiche valgono anche quando queste sono
limitate agli scambi di calore (sistema ed ambiente separati da una superficie rigida e
diatermica)

* cambiano col fempo le coordinate termodinamiche sia del sistema che dellambiente (cambiamento di
stato)

* se ambiente e sistema sono isolati dall'esterno (non scambiano energia con I'esterno) dopo un certo
tempo cessa lo scambio di calore e le coordinate termodinamiche raggiungono valori che verranno
mantenuti invariati nel tempo (stato costante)

i concetti di trasformazione e stato di equilibrio rimangono immutati futtavia

si definisce stato di equilibrio termico lo stato di equilibrio raggiunto dal sistema a seguito
dello scambio di calore con l'ambiente (separati da una superficie rigida e diatermica e
sempre nella ipotesi che ambiente e sistema siano isolati dall'esterno). Nello stato di
equilibrio termico lo scambio di calore si interrompe.

L'esperimento mostra che gli  stati di equilibrio raggiunti da queste
trasformazioni (equilibrio termico) soddisfano la seguente proprieta detta
Principio Zero della Termodinamica

dati tre sistemi termodinamici A, B e C se A ¢ all'equilibrio termico con B e B ¢
all'equilibrio termico con C allora anche A e all'equilibrio termico con C.
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Il principio zero permette di introdurre il concetto di femperatura
All'equilibrio termico si ha £,,(x,..x,,y,..y,) =0 oV, 2,..2,) =0 f.(X.x,2.2)=0
Dalle ultime due si ottiene z, = g,.(y;...y,. 2,--2,) 2, = 9,.(X..X,,2,..2,)
dacui Gor ViV 25-2,) = 9,0 (X%, 2,...2,)

Poiché 7;3()(--"‘//1)’1'")’”1) —0oe Wiy 22)= 9, (X..%,2,.2)  descrivono la stessa cosa
ovvero quuihbmo termico di A e B le variabili di c, le z, devono potersi semplificare

By ) = B (X)) (X)) = By (yyy ) = O

e quindi 7, (x,..x,.¥,..y,) = h(X..x)-h(y,..y,)=0
Analogamente 7% (¥.¥,.2-2,) = B(y,y,) ~ h(2..2,) =0 fo(X X, y..y,)=h(x.x)-h(z.2z)=0

da cui infine 4,(x..x)=h(y,.y,)=h(z..2) =5

per ogni sistema termodinamico allequilibrio termico esiste una funzione delle coordinate
che assume lo stesso valore. Tale funzione prende il nome di femperatura.

All'equilibrio termico si ha & = A(X,...x)

* le coordinate termodinamiche X, ... Xn del sistema sono indipendenti dalla posizione e
dal tempo

- allo stato di equilibrio termico é associato un solo valore della temperatura : anche la
temperatura 6 ¢ indipendente dalla posizione e dal tempo

la relazione § = h(X,...x ) puo essere estesa a tutti gli stati di equilibrio purché si definisca
una procedura per associare ad ogni stato un determinato valore della temperatura. Definita
la procedura la relazione prende il nome di eqguazione di stato.
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La temperatura

L'associazione di un valore della femperatura ad ogni stato di equilibrio di un
sistema S puo essere fatta attraverso la seguente procedura

* si assume un sistema termodinamico di riferimento detto termometro descritto da una
sola coordinata termodinamica z, detta caratteristica termometrica, e si fissa
arbitrariamente la funzione 6-1(z) detta Ffunzione termometrica attraverso una
procedura di faratura del termometro

* si pone S in contatto termico con il termometro e si aspetta che venga raggiunto lo
stato di equilibrio termico

- all'equilibrio termico si ha A(x,..x,)=6=1(z) per cui leggendo il valore z del termometro
possiamo calcolare il valore della temperatura attraverso la funzione termometrica
6-1(z)

Valgono le seguenti osservazioni

* nella operazione di misura della temperatura il termometro perturba il sistema : la
massa del fermometro deve essere trascurabile rispetto alla massa del sistema

* I'unita di misura della tfemperatura (scelta della caratteristica e funzione
termometriche) deve essere stabile e riproducibile e quindi fondata su fenomeni stabili
e riproducibili
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La scala delle temperature Celsius (sistema MKSA,
procedura di taratura valida prima del 1954)

Scelto un sistema termodinamico di riferimento (termometro) descritto
dalla coordinata z, si costruisce la scala Celsius delle temperature

assumendo una relazione lineare tra caratteristica termometrica Z e
temperatura (funzione termometrica lineare)

f.=az+b
assumendo due fenomeni fisici di riferimento (punti fissi)

il ghiaccio puro in equilibrio con I'acqua satura d'aria alla pressione di 1 atm
cui si attribuisce convenzionalmente il valore 7=0

I'acqua in equilibrio con il vapore puro alla pressione di 1 atm cui si attribuisce
convenzionalmente il valore #=100

si ottiene allora la funzione termometrica della scala Celsius delle

temperature
O=az +b zZ-Z
f.=az+b { 0 1. =100———
100=az,+b Z, ~ Z,
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Esempio: taratura del termometro a mercurio

* in seguito all'acquisizione o cessione di calore da parte del &
mercurio si ha una variazione di volume. D'altra parte data la il
forma (bulbo e colonna) si ha dV=o dh per cui le differenze di (i
quota 4 della colonna misurano le variazioni di femperatura §

« indicando con A, e Ay le altezze della colonna quando il
termometro & in equilibrio tfermico con un sistema ai due punti 1
fissi si oftiene la sequente funzione termometrica per il
fermometro a mercurio

. =100

/‘ioo _/‘6

Prof. Nicola Semprini Cesari 11



Esempio: taratura del termometro a gas a volume
costante. Scala Kelvin delle temperature.

Data una quantita costante di gas mantenuta a volume
costante l'acquisizione o cessione di calore determina una
variazione della pressione del gas. h misura la differenza di
pressione tra gas e ambiente

si assumono due fenomeni fisici di riferimento (punti fissi)

si assume una relazione lineare tra caratteristica
termometrica (pressione, dislivello) e femperatura
(funzione termometrica lineare)

p=ah+p,
O=aR+b P-P
t=aP+b o f, =100~ 0
100=af, +b iy =4
per i gas rarefatti (P,—0) vale la IT legge di Gay-Lussac
P-P
. = lim 100 0 t.=lim a,(2 -1)=lim 273.15(2 - 1)
€ B0 100 € p0 0P £-0 P
AU+ D) -p 0 0

che fornisce la funzione termometrica per la costruzione

IT legge di Gay - Lussac

della scala Celsius con il termometro a gas rarefatto P =P+ L) a, =27315°C
a

0
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dato che il minimo valore della pressione & nullo, le
proprieta dei gas rarefatti indicano l'esistenza di una
temperatura minima

P(min)

0

f(min) = lim a( -D=-a,=-27315°C

che puo essere assunta come zero delle temperature
mantenendo la stessa spaziatura tra i gradi. Si ottiene

T = 7"5 ta, = 7"5 +273.15
detta scala delle temperature Kelvin (K)

in questa scala si esprime pil semplicemente anche la
funzione termometrica per la costruzione della scala
kelvin con il termometro a gas rarefatto

= lim 273.15—

T:f€+c70:!’i|:rgao(§—l)+ao T =li ; lim 5
0 0 0

ma
0 0 R~ 0

0
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La scala delle temperature Kelvin (sistema internazionale SI,
procedura di taratura valida dopo il 1954)

La scala Celsius delle femperature basata sui due punti fissi presenta alcuni inconvenienti

necessaria una accurata misura di pressione per individuare il punto di ebollizione (10
mm Hg ~ alcune 10 °C). Meno critico il punto di congelamento (10 mm Hg ~ 105 °C))

per cui si modifica la procedura e si introduce una nuova scala. Scelto un sistema
termodinamico di riferimento (termometro) descritto dalla coordinata z si costruisce la
scala Kelvin delle temperature
assumendo una relazione lineare tra caratteristica termometrica Z e temperatura
(funzione termometrica lineare) T=az + b

assumendo un solo punto fisso, il punto triplo dell'acqua : acqua distillata pura in un
bulbo senza aria a contatto con sostanza refrigerante fino a formare un sottile strato
di ghiaccio all'interno. Coesistenza delle fasi liquida, solida e gassosa con temperatura

ben definita (0.01 °C, 273.16 °K) ed indipendente dalla pressione

richiedendo che la spaziatura tra i gradi sia identica a quella delle scale Celsius e Kelvin
definite attraverso la precedente procedura O=a 0+b, b=0

si ottiene allora la sequente funzione termometrica per la scala Kelvin delle temperature
b=0 T = 273.16
2/3.16=az, Z

3

T =az+b {
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Esempio: taratura del termometro a gas a volume
costante. Scala Kelvin delle temperature.

* Data una quantita costante di gas mantenuta a volume
costante l'acquisizione o cessione di calore determina una
variazione della pressione del gas. h misura la differenza di
pressione tra gas e ambiente

*  siassume un solo punto fisso, il punto triplo dell'acqua

«  siassumono la relazione

p=ah+p,
e la seguente funzione termometrica

f, =lim 273.16%

£ -0
3
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La pressione

I fluidi (liquidi e aeriformi) esercitano sulle superfici azioni sempre normali e mai tangenziali
(assenza degli sforzi di taglio). A

Z
Data una porzione infinitesima di fluido si ha i
— — - - — H - — M a
/C1.+/C2.+F3.=O Fl. F;Slnﬂ O /Cl. /C2.5|n19
F,—F,cos9=0 |F, =F,cosd F_:
AN
5 5 5 .
S =absing 5\ y
S =5singd
e {51 52cl219 d f =
=5,co .
S, = abcoss 57 vy /:3'

Un fluido esercita su di una superficie immersa una forza sempre perpendicolare. Inoltre //
rapporto tra il modulo della forza ed il valore della superficie é indipendente dalla sua
orientazione. Si definisce allora pressione

IAFI
As o AS a’S

P =
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Unita di misura

* pascal (pa)
Unita del sistema Internazionale :forza di 1 N su di una superficie di 1 m?,
bar=10° pa, mbar=102 pa

* torr o mm Hg

pressione esercitata da una colonna di mercurio alta 1 mm

F_mg _pShg
P(Qtorry="—="Z = = ph
(trorr) S S S png

10°°

0—6

=13.5951

x107 x 9,80665=133.322 pa=1.33322mbar
- atmosfera (atm)

pressione media dellaria a livello de/ mare alla temperatura T=°15 e
latitudine A=°45 (corrisponde a 760 torr)

latm =760torr = 760x133.322=101325 pa = 1013.25mbar
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Equazione di stato dei gas rarefatti

Un gas all'equilibrio e descrivibile dalle coordinate V, P e t (che supponiamo
misurata nella scala Celsius). Per il principio zero deve sussistere tra queste una
relazione detta equazione di stato T=f(P,V) che puo essere trovata solo per via

sperimentale.
* trasformazione isoterma di un gas /egge di Boyle (1662) e Mariotte (1676)
se t = Kost PV =K

* trasformazione isobara di un gas I /egge di Gay-Lussac (1802)

se P = Kost V=V @1+ L) a, =27315C
aO
* trasformazione isocora di un gas II /egge di Gay-Lussac (1802)

f [e]
se V' = Kost P=R(l+—) a,=27315C
a
0
- legge di Avogadro : una mole di gas (N,=6.022x1023 molecole) alla pressione di
latmed a 1=0°C occupa un volume di 22.414 [itri
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la compatibilita delle prime tre leggi sperimentali fornisce le condizioni

PV = K(#) {:EV —_K(f) ) 0 a, ) 0 GE P0V0(1+L)
4KO o KD gty - pyan Z

PV = %(ao +7)

0

Come si determina P,V,/a,? Supponendo si avere N molecole di gas dalla legge
di Avogadro si ha (si ricordi che Py e V, sono riferiti a t=0)

AV, (N molecole) = POI/O(% N, molecole) = %'%Vo (N, molecole)

a a

:% 1x 22.414 atm 1 = n 22.414 atm
PV,(N molecol 101325x10°° ’
V(N molecole) _ | 22414 _ | 05026 97D -y 008006 1013210 palin _ g 3147 < e
a, 273.15 c 1 K K

se ora utilizziamo la scala delle temperature Kelvin T'=t+a,

potremo scrivere la
equazione di stato dei gas rarefatti o perfetti

PV =nRT R = 8.314%
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I° Principio della Termodinamica

La prima delle leggi che governano gli scambi di calore ed energia tra sistema ed
ambiente puo essere formulata a partire dai sequenti fatti

* sia dato un sistema S in grado di scambiare solo lavoro meccanico con I'ambiente (ovvero
limitato da una superficie adiabatica)

* immaginiamo che in seguito allo scambio di lavoro meccanico con I'ambiente il sistema S si
porti dallo stato di equilibrio S=(X/, X/, ..X,/) allo stato di equilibrio S=(X//, X/, ..X,/)

* principio di conservazione della energia:l'energia non si crea ne si distrugge

- attraverso il lavoro meccanico viene scambiata energia tra sistema ed ambiente per cui
I'energia acquisita dall'ambiente (che & uguale al lavoro meccanico compiuto) deve eguagliare
quella persa dal sistema e viceversa

descrive la quantita di energia contenuta nel sistema. LG/, F.T..)
Tenendo conto che la sua variazione AU dipendera in
generale dalle coordinate degli stati di equilibrio e dalla ' S. —»Sf
trasformazione adiabatica esequita 7ad  scriveremo

(convenzione del segno positivo al lavoro eseguito dal W
sistema sull'ambiente)

L/ f.T,4)=-DAU(GF,T,)

- deve esistere allora la grandezza energia interna U che P N >
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hon sarebbe possibile sviluppare ulteriormente questa espressione senza il
seguente importante fatto sperimentale

* I'esperienza mostra che il lavoro scambiato nel corso di una trasformazione
adiabatica non dipende dal tipo di tfrasformazione ma solo dagli stati di equilibrio
iniziale e finale (si noti la convenzione sul segno)

L7, f.T )=-AU(F.T )=-AU(,F)=-(U(F)-U(@))

- dunque esiste una funzione di stato (funzione delle sole coordinate
termodinamiche) che descrive il contenuto energetico del sistema

immaginiamo ora che lo stesso sistema S possa scambiare con l'ambiente sia
lavoro che calore (si e sostituita la superficie adiabatica con una superficie
diatermica e si e stabilita una differenza di temperatura tra sistema ed
ambiente) ed immaginiamo che in seguito allo scambio di lavoro meccanico con
'ambiente il sistema S si porti nuovamente dallo stato di equilibrio Si a quello

- I'esperienza mostra che il lavoro scambiato nel LGFT,) >
corso di una generica trasformazione e diverso Tad
(maggiore o minore) da quello scambiato nel corso di Si— Sf
una trasformazione adiabatica tra gli stessi stati
g S 4 -
L/, f T)# L, 1T,) - LG.F.T)
S— S,
4
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dato che rispetto a prima il sistema puo scambiare anche calore possiamo
ipotizzare che

* il calore (come il lavoro meccanico) consista in uno scambio di energia tra sistema
ed ambiente. In questo modo // calore viene definito come un trasferimento di
energia non meccanico tra sistema ed ambiente dovuto ad una differenza di
temperatura

- valga il principio di conservazione della energia

- attraverso il lavoro meccanico ed il calore viene scambiata energia tra sistema ed
ambiente. In accordo con il principio di conservazione della energia deve essere
soddisfatta una relazione di bilancio (convenzione del segno positivo al calore
entrante nel sistema)

QU.FT)=LUFT)-LUF.T,) QU.7.T) > L(/,F,T) >

LA T) =W -V (g T s,
- giungiamo allora alla formulazione matematica W
del I principio della fermodinamica
P N
Q =U(F)-U()+L L W >
Si—— 5
A4
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Energia interna dei gas rarefatti

Studiata nella espansione libera adiabatica

dQ=dU +dL=dU + pdV
adiabatica d@ =0 U =0
pressione esterna nufla dlL = pdV =0

si misurano le temperature negli stati di equilibrio iniziale e finale : /a variazione di
temperatura AT=T,-T; tende ad annullarsi con la rarefazione del gas per cui si

assume, per i gas rarefatti, A T=0.

D'altra parte si ha in generale (g_(;} a’T+(%J »
U=UPV.T) FPV.T)=0 U=UPV) U=UPT) U=UWV.T) dU = . T
oy ar + ov av
(2) o7, "av ),
dacui g-= 0P J; (ﬂj :(ﬂ} -0 U=U(T)
Jy 0P ) oV )

57

I'energia interna di un gas rarefatto e funzione della sola temperatura
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Calori specifici dei gas rarefatti

Calori specifici a volume e pressione costanti per un gas

199, =129,

ndT Y ndT
( ) 10U 1 ( )
oU aQ _ov dv ;ﬁ” notr  nf'orT”
dQ =dU +dL=——dT + pd
QedUrd =7 dl+PdV r=ar " Par 10U
6 =02 =
n a’T noT
10U | 1 nRT oV nR
4+ _p(— = = c,=C R
€ = noT n( )” 4 P (ar)/’ P P T
c = 10U
" noT oV
o L nc, =
relazione tra i calori specifici molari di un gas rarefatto V. 7"
C,=C,*+R

Prof. Nicola Semprini Cesari 24



IT® Principio della Termodinamica

Irreversibilita delle trasformazioni tfermodinamiche

I processi termodinamici possiedono una proprieta che non e descritta dal primo
principio e che indica la presenza di altre leggi

1) un pendolo oscilla nell'aria di una stanza: dopo un certo tempo il pendolo si ferma e
permane indefinitamente in quiete

2) due corpi a temperatura diversa sono posti in contatto termico: dopo un certo tempo i
due corpi raggiungono la stessa femperatura permanendo indefinitamente in tale condizione

3) un gas & contenuto in un recipiente comunicante attraverso un foro con un secondo
recipiente : dopo un certo tempo il gas riempie anche il secondo recipiente e permanendo
indefinitamente in tale condizione

valgono le sequenti osservazioni
* tali processi avvengono in accordo con il primo principio della termodinamica

* tali processi non possono essere invertiti (ovvero i processi inversi sono impossibili:
nessuno ha mai visto un pendolo fermo in un ambiente che cominci spontaneamente ad
oscillare, ne due corpi alla stessa temperatura che comincino spontaneamente a scaldarsi e
raffreddarsi, ne un gas distribuito in due recipienti comunicanti che spontaneamente ritorni
in uno dei due)
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* dato che questa proprieta € non owvia (i fenomeni meccanici ad esempio sono
invertibili) e non & descritta dal primo principio dobbiamo concludere che esistono altre
leggi che governano gli scambi energetici tra sistema ed ambiente

Prima di cercare queste leggi vogliamo esprimere i fatti discussi attraverso i
concetti della fermodinamica (sistema, ambiente, stato, trasformazione etc. etc.).
Notiamo allora che i processi possibili 1), 2) e 3)

* sono trasformazioni fermodinamiche (scambi di energia nella forma di lavoro e calore)
che portano il sistema dallo stato Si allo stato Sf e 'ambiente dallo stato Ai allo stato
Af (stati di equilibrio)

Affermare che questi processi non sono invertibili significa af fermare che

* se la trasformazione termodinamica T che porta sistema ed ambiente dagli stati Si, Ai
agli stati Sf, Af e possibile allora la trasformazione T' che porta sistema ed ambiente
dagli stati Sf, Af agli stati Si, Ai & impossibile

Per esprimere in modo sintetico questa proprieta delle trasformazioni
termodinamiche si intfroduce la seguente definizione

una trasformazione T & reversibile quando la trasformazione T che riporta sistema ed
ambiente negli stati iniziali & possibile. Irreversibile quando tale trasformazione T non
e possibile

possiamo allora affermare che

le trasformazioni termodinamiche sono irreversibili
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NOTA

In fisica fondamentale questi stessi fatti sono descritti ricorrendo al concetto
di simmeftria e si dice che

* un fenomeno F & temporalmente simmetrico (non possiede una freccia temporale)
quando il fenomeno F' ottenuto invertendo il senso dello scorrere del tempo e
possibile. Temporalmente asimmetrico (possiede una freccia temporale) quando tale
fenomeno F' non ¢ possibile.

sulla base di questa definizione possiamo affermare che

* le trasformazioni termodinamiche sono temporalmente asimmetriche (possiedono
una freccia femporale)

Altre simmetrie rilevanti sono la simmetfria speculare (paritd), la simmetria
traslazionale (relativitd) la simmetria di gauge etc. etc.
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Trasformazioni impossibili

A

A

1)

N

S; Ag

S
Perche le trasformazioni termodinamiche sono irreversibili? |
Evidentemente esistono trasformazioni permesse dal I ;%
principio che sono vietate. Quali sono?
- analizziamo il caso del pendolo
lo svolgimento del processo fa evolvere sistema ed
ambiente da SiAi ad STAf
il sistema (aria) puo essere riportato nello stato
iniziale prelevando calore
'ambiente  (pendolo) puo essere riportato nello
stato iniziale compiendo lavoro 4

il calore potrebbe essere trasformato in lavoro in un nuovo
sistema termodinamico (che fa parte dell' ambiente)
attraverso una trasformazione ciclica

il complesso di queste trasformazioni & Vvietato
(irreversibile) daltra parte le prime tre sono
sicuramente permesse (la prima accade le rimanenti sono
possibili) dunque la trasformazione vietata e l'ultima

z\,@I

NOTA : una trasformazione si dice ciclica se le coordinate termodinamiche degli

stati iniziale e finale coincidono
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*In tutti i casi la causa della irreversibilita delle
trasformazioni termodinamiche puo essere ricondotta alla
impossibilita della conversione, nel corso di wuna
trasformazione ciclica, di calore in lavoro.

Elevando a principio questo fatto si perviene al II
principio della termodinamica nella forma di Kelvin-
Plank Q

In un sistema termodinamico € impossibile realizzare
una trasformazione ciclica nel corso della quale una

frazione dr calore viene convertita in lavoro L‘

Nota : non & possibile realizzare un motore (sistema
termodinamico ciclico) che preleva calore dal mare e lo
trasforma in lavoro

Affinche gli scambi di calore tra sistema ed ambiente avvengano a temperatura
definita si introduce il concetto di serbatoio di calore o termostato

si definisce serbatoio di calore (termostato) un sistema che puo acquistare o
cedere calore senza cambiare la propria temperatura

NOTA : nel seguito ogniqualvolta viene scambiato calore tra sistema ed ambiente
immagineremo che I'ambiente operi come termostato ad una ben precisa temperatura
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Trasformazione vietata dal IT principio Trasformazione permessa dal II principio

T T

Q

Q
L

non vi sono altre trasformazioni cicliche con scambi di calore ad una singola temperatura.
In ordine di complessita dobbiamo considerare allora trasformazioni cicliche con scambi di
calore a due temperature

Trasformazioni permesse dal IT principio

N r
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combinando trasformazioni permesse con trasformazioni vietate si ottengono altre
trasformazioni vietate

| LT
— 1
QR=L
L+Q=Q
Q-R=Q ‘ T | ‘ T ‘

questa nuova trasformazione vietata a due temperature ha dunque lo stesso contenuto fisico
di quella ad una temperatura dell'enunciato di Kelvin-Plank. L'impossibilita di questa nuova
trasformazione costituisce il IT principio nella forma di Clausius

In un sistema termodinamico € impossibile realizzare una trasformazione il cui
unico risultato é quello di trasferire calore da un corpo freddo ad uno caldo
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Teorema di Carnot

Esploriamo le conseguenze del T e IT principio della termodinamica

se T e una trasformazione ciclica reversibile |

allora & possibile riportare sistema ed ambiente
nello stato iniziale per cui se T € uwna
trasformazione ciclica reversibile esiste una
trasformazione T che inverte i flussi di calore

- se T & una trasformazione ciclica irreversibile

allora non & possibile riportare sistema ed
ambiente nello stato iniziale per cui se T & una

trasformazione ciclica irreversibile non esiste
una trasformazione T che inverte i flussi dr
calore. In particolare il IT principio (Clausius)

richiede che '
Qz -Q, 20

Q-Q'20 |
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Consideriamo ora due trasformazioni cicliche una generica
(reversibile o irreversibile) T ed una reversibile Ty che
prelevano la stessa quantita di calore dal serbatoio a
temperatura superiore

* il rendimento delle ‘rr'asfor'mazionivale |

’7:5 /79:5

2 2
* dato che Ty e reversibile esiste la trasformazione ciclica Ty
che inverte i flussi di calore

* possiamo allora considerare le trasformazioni cicliche T e
T, che assieme formano una trasformazione ciclica che
scambia colore con un solo serbatoio. Affinché sia
soddisfatto il IT principio (Kelvin Plank) si deve avere

L-L'<0 |

da cui consegue

Ll L/IQ<=sL'7Q n<n,

il rendimento di una  generica
trasformazione ciclica é sempre minore
o uguale a quello di una trasformazione
ciclica reversibile |
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Consideriamo due trasformazioni cicliche reversibili Ty, e Ty, con rendimenti
Moy # ez

* pensando TR1 come trasformazione ciclica generica e Ty, come trasformazione ciclica

reversibile si ha
=1, Moy Mg

* pensando T, come trasformazione ciclica generica e Ty come trasformazione ciclica

reversibile si ha
=My Moo Sy

dunque I'unica possibilita e che Ty, e Ty, abbiano lo steso rendimento per cui /e trasformazioni
cicliche reversibili hanno tutte lo stesso rendimento.

* dato che le trasformazioni cicliche reversibili hanno lo stesso rendimento e dato che per una
generica trasformazione ciclica n<n,

conseqgue che /e trasformazioni cicliche irreversibili hanno sempre rendimento inferiore alle
trasformazioni cicliche reversibili

Raccogliendo le conclusioni si perviene alla formulazione del Teorema di Carnot

Data una trasformazione con scambi di calore a due temperature, il rendimento di una
trasformazione ciclica irreversibile & sempre inferiore a quello di una trasformazione ciclica
reversibile inoltre tutte le trasformazioni cicliche reversibili hanno lo stesso rendimento
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Il rendimento di una trasformazione ciclica reversibile tra due serbatoi

Il teorema di Carnot rende possibile il calcolo teorico del rendimento di una trasformazione
ciclica reversibile tra due serbatoi. Questo & possibile perché

- le trasformazioni cicliche tra due serbatoi sono necessariamente costituite da due
trasformazioni isoterme a diversa temperatura e due trasformazioni adiabatiche

* tutte le trasformazioni cicliche reversibili tra due serbatoi hanno lo stesso rendimento
indipendentemente dalla sostanza che compone il sistema tfermodinamico (teorema di Carnot)

*in un calcolo la reversibilita e garantita nel momento in cui gli stati della trasformazione
sono descritti come stati di equilibrio le cui coordinate termodinamiche soddisfano una
equazione di stato (il calcolo infatti non dipendera dal verso della trasformazione)

pertanto eseguendo il calcolo nel caso di un

gas rarefatto che esegue una trasformazione ciclica tra due serbatoi costituita da due
isoterme a diversa temperatura e due adiabatiche e che evolve attraverso stati di equilibrio
le cui coordinate che soddistano l'equazione di stato (Ciclo di Carnot)

si deve ottenere un risultato di validita generale
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L

ciclo

=L+l L, + L, = nRTCIn(%) +U(T.) - U(T;) —ﬂRTFIn(%) +U(T.) - U(T.) = nR(T, —ﬁ)ln(%)
Ve
Q. nR (T, _TF)M(VA)

Lc/c/o HRC ln(ﬁ)
Vi

/7:

il rendimento di una trasformazione ciclica reversibile tra due serbatoi a
temperatura T, e T, (T,>T,) e dato dalla espressione

T
7T
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Temperatura termodinamica assoluta

Una prima rilevante conseguenza dei risultati ottenuti consiste nella possibilita di definire una
scala delle temperature indipendente dalle proprieta fisiche della sostanza termometrica e
basata sugli scambi di calore

* impossibile utilizzare il termometro a gas al di sotto di temperature dell'ordine di 1 °K a causa della
liquefazione dei gas

Si consideri allora una qualunque trasformazione termodinamica ciclica e reversibile. Per tale
trasformazione vale la relazione Q Q
=1-4=1-1 T=T 2 |
n=1 =1 =

@ 7, e,

2 2 2

la quale mostra che si puo calcolare la temperatura del serbatoio T1

conoscendo quella del serbatoio T2 e misurando i calori acquisiti e ceduti
dal sistema. Possiamo allora costruire una scala fermometrica

* eseguendo una ftrasformazione ciclica reversibile tra un serbatoio alla temperatura T3
(punto triplo dell'acqua) ed il sistema di cui vogliamo misurare la temperatura (pensato |
come serbatoio alla femperatura T incognita) |

* ponendo a T3=273.16 °K la temperatura del serbatoio alla temperatura del punto triplo
e misurando il calore Q3 acquisito da questo serbatoio ed il calore Q ceduto al sistema

di cui si vuole misurare la tfemperatura Q
T =T NOTA : si definisce cosi lo zero
3 assoluto come quella
3 temperatura alla quale una

trasformazione ciclica
reversibile non cede calore |
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Teorema di Clausius

Le proprieta di una trasformazione ciclica a due temperature
sono soddisfacentemente descritte dal teorema di Carnot e
dalle sue conseguenze. Tuttavia il problema non puo
considerarsi esaurito poiché in una generica trasformazione
ciclica gli scambi di calore possono avvenire a qualunque
temperatura nel caso limite a temperature variabili con
continuita. Per questo risulta necessario estendere il teorema e
le sue conseguenze.

* l'idea e quella di considerare una trasformazione ciclica che scambia
calore con una serie di serbatoi a temperature differenti (si noti gli
scambi di calore con i serbatoi infermedi possono avvenire nei due sensi)

- poi si deve cercare una trasformazione equivalente (che realizzi gli
stessi scambi di calore e lavoro) costituita da trasformazioni cicliche a
due serbatoi in modo da potere sfruttare il teorema di Carnot

Prof. Nicola Semprini Cesari
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1
|
|
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QN | Thi |
| ™
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Consideriamo la seguente sequenza di trasformazioni cicliche tra |

| T
due serbatoi ed applichiamo il teorema di Carnot (e i suoi corollari) Q"]
alla J-esima trasformazione L !
Q|
| T

n, S”;ev 2 |
1—M31—%:1_7}ﬂ L Q"
Q" | Q" T, |
Q" 1R, <0 | T% |Q3||
LT |
QJ'”_I_QJ'H'SO I

T, T, -

| i
J J+1
= per le trasformazioni cicliche irreversibili |Qn1”
. e e g o e LN—I
< per le trasformazioni cicliche reversibili
QN
| T

Prof. Nicola Semprini Cesari 40



QN & +Q~7+1so
w1 T, T,

J J+1
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L=l+L+.lyy,
Q=Q"
Qz =Q2I+Q2I'

Quoa = Qs + Qe
Qu=Qy
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QJI|+QJ+1| <O

J 7:.f+1

plls

Tras¥ Ciclica
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Teorema di Clausius
In ogni trasformazione ciclica e soddisfatta la relazione
(J‘)_Q <0
T

dove il segno di eguaglianza vale per le trasformazioni cicliche reversibili e quello di
minoranza per le trasformazioni cicliche irreversibili

Prof. Nicola Semprini Cesari
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Conseguenze del teorema di Clausius

Esistenza della funzione di stato entropia

Consideriamo una trasformazione ciclica reversibile si ha
X

- esiste una funzione delle coordinate fer'ma%e’/%am/che (funzione di stato) che chiameremo entropia.
Pertanto oltre alla funzione di stato energia interna (attraverso la quale possiamo calcolare le
variazioni della energia contenuta nel sistema) esiste una seconda funzione di stato detta entropia il
cui significato fisico deve essere individuato *

* non sappiamo quanto vale tale funzione in un generico stato del sistema tuttavia sappiamo calcolare
la variazione che questa funzione subisce tra due stati. Per calcolare tale variazione dobbiamo

semplicemente calcolare l'integrale ¥
f

dl
[

/\’/ .
Rev
lungo una trasformazione reversibile gualungue che connette i due stati

le trasformazioni reversibili non esistono in natura anche se possono essere approssimate a piacere. Tuttavia
sono di estrema importanza in quanto permettono di individuare la esistenza di una funzione di stato che in quanto
tale puo essere utilizzata anche nelle trasformazioni reali
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Significato della funzione di stato entropia

Quale ¢ il significato della funzione di stato entropia? L'interpretazione di questa nuova
grandezza fisica puo essere costruita attraverso i seguenti ragionamenti.

Per cominciare consideriamo un sistema S, inizialmente in equilibrio nello stato Si, esegue
una trasformazione T (che puo essere reversibile o irreversibile) fino a raggiungere lo stato
finale Sf per tornare poi, attraverso una trasformazione reversibile T nello stato iniziale
Si

S, £ i £
| Rev  §s0 §ER= TR [ =] Tas00-500)
\ . Rev
> - d
- j?QJrs(X,)—S(Xf)so

;

S
f deQSS(Xf)—S(X/)

;

la relazione prende il nome di disuguaglianza di Clausius ed afferma che /integrale delle
frazioni di calore scambiate dal sistema diviso la temperatura alla quale avviene lo scambio
calcolato su di una generica trasformazione da uno stato Si'ad uno stato Sf é sempre minore
(se la trasformazione é irreversibile) o uguale (se la trasformazione é reversibile) alla
variazione di entropia tra gli stati.
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immaginiamo ora un sistema S che esegue una trasformazione T da uno stato iniziale Si ad uno
finale Sf senza pero potere scambiare ne calore ne lavoro con l'esterno (sistema isolato)

* immaginiamo dapprima che la frasformazione T sia reversibile si ha allora

f
dl
-

non scambia calore
.
Rev

d'altra parte dalla diseguaglianza di Clausius per le trasformazioni reversibili si ha

,,
[ 92 = 506)-5(X)

da cui

5(X.)=5(X)

in un sistema S isolato che esegue una trasformazione reversibile /entropia rimane
costante

» immaginiamo ora che la trasformazione T sia irreversibile si ha allora
j aQ _
T

non scambia calore
"
Irr

d'altra parte dalla diseguaglianza di Clausius per le trasformazioni irreversibili si ha

;
| d?Q <S(X,)-5(X)

F
Irr
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da cui

5(X,) > 5(X)

in un sistema isolato S che esegue una trasformazione irreversibile [entropia
aumenta

questi esempi mostrano che le trasformazioni irreversibili che avvengono all'interno di un
sistema termodinamico aumentano il valore della entropia del sistema mentre le frasformazioni
reversibili non sono in grado di farlo. In un certo senso la irreversibilita di una trasformazione
e una sorgente di entropia ed il grado di irreversibilita puo essere misurato dalla quantita di
entropia generata (pit propriamente dalla variazione di entropia che determina). Risulta allora
giustificata la seguente interpretazione

la variazione di entropia di un sistema isolato misura il grado di irreversibilita delle
trasformazioni che avvengono al suo interno

Per completare queste considerazioni & necessario esaminare il caso in cui il sistema non sia
isolato ma interagisca con l'ambiente. Per capire cosa succede conviene riscrivere la
disuguaglianza di Clausius nel modo seguente

S0z 50+ [ 99

/

dove l'integrale & in generale non nullo poiché possono avvenire scambi di calore con I'ambiente.
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Si noti che l'integrale puo assumere sia valori positivi (se il sistema acquisisce calore) o
negativi (se il sistema cede calore) e che in quest'ultimo caso il sistema potrebbe anche
diminuire la propria entropia nel corso della trasformazione.

Questo fatto non & in conflitto con il principio dell'aumento dell'entropia per i sistemi isolati
poiché dobbiamo includere nel bilancio anche I'entropia dellambiente con cui il sistema
interagisce. Anche per I'ambiente avremo quindi

£ d
5,(X )2 5,(X)+| rQ

dove vale la pena notare che lintegrale della trasformazione del sistema e quello della
corrispondente trasformazione dell'ambiente tendono ad avere segni opposti poiché se il
sistema cede calore (integrale negativo) I'ambiente l'acquisisce (integrale positivo e viceversa).
Per convincersi di questo fatto fino in fondo conviene sommare le disuguaglianze

faIQa
| 7

5(X)+S,(X) 2 S(X)+5,(X° )+j 9Q

i

ed aggiungere la seguente somma nulla di integrali

r T T 7

Rev Rev Rev Re v

L dQ . dQ f d aQ, _ | fdQ
(92 [ R[T 1 - [0
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si ottiene > > » »
S(X)+5,(X°) 2 S(X)+ S, (X)+ | S+j LR, [
| | |

LT

Rev

/ /
4

=S5(X)+5 (X7 +<ﬁd?Q +<JS§ 25(X)+5,(X7)

tenendo ora presente che unendo sistema ed ambiente le rispettive entropie si sommano
(omettiamo la dimostrazione di questa proprietd) e che l'unione di sistema ed ambiente
(universo) costituisce un sistema isolato otteniamo per questo la legge dellaumento della

lver.
et S(X)+5,(X.9) 2 S(X)+5.(X)

Immaginiamo ora che il sistema ed ambiente interagendo compiano trasformazioni reversibili.
Si ha

5(X,)+S,(X°) = 5(X) +5,(X7)
la quale mostra che I'entropia dell'universo rimane costante e che le variazioni di entropia del

sistema e dell'ambiente si compensano esattamente (trasferimento di entropia tra sistema ed
ambiente).
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Se invece le trasformazioni sono irreversibili si ha
S(X,)+ 5,(X,7) > 5(X) +5,(X°)

la quale mostra che le variazioni di entropia del sistema e dellambiente non si
compensano pill aumentando I'entropia del sistema complessivo (universo). Valgono allora
le seguenti conclusioni

se un sistema termodinamico interagisce con |ambiente compiendo trasformazioni
reversibili la sua entropia puo aumentare o diminuire e le sue variazioni sono
esattamente compensate da quelle del sistema (frasferimenti di entropia) in modo
tale da mantenere costante l'entropia delluniverso. Se invece le trasformazioni sono
irreversibili la sua entropia puo aumentare o diminuire tuttavia le sue variazioni non
sono equilibrate da quelle dellambiente (generazione di entropia) e si ha un aumento
della entropia delluniverso.

Prof. Nicola Semprini Cesari
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Una nuova formulazione del IT principio della termodinamica

La necessita di una seconda legge della termodinamica era emersa osservando che i sistemi
termodinamici che noi osserviamo compiono frasformazioni che presentano la peculiare
proprietd di essere irreversibili (ovvero le trasformazioni che riportano sistema ed
ambiente nello stato iniziale non possono avvenire pur essendo in accordo con il primo
principio della fermodinamica).

Riconoscemmo poi la causa di questo fatto negli enunciati equivalenti di Kelvin-Plank e
Clausius dai quali deducemmo il teorema di Carnot e da questo il feorema di Clausius che ci
ha condotti ad introdurre il concetto di entropia ed a riconoscere questa grandezza fisica
come una misura del grado di irreversibilita di una trasformazione. In particolare se in un
sistema isolato (universo) hanno luogo trasformazioni irreversibili I'entropia del sistema
deve aumentare mentre se hanno luogo trasformazioni reversibili 'entropia rimane costante.

Poiché l'esperienza ed anche la semplice osservazione conferma che nei sistemi
termodinamici isolati le trasformazioni sono sempre irreversibili dobbiamo concludere che
nei sistemi fermodinamici isolati I'entropia deve sempre aumentare. Rovesciando l'intera
logica possiamo allora assumere 'aumento dell'entropia dei sistemi isolati come causa della
irreversibilita delle trasformazioni e come nuova formulazione del II principio della
dinamica

in un sistema termodinamico isolato le trasformazioni devono sempre determinare un
aumento dellentropia

In questa forma assume il ruolo di un vero principio dinamico in grado di determinare il verso
delle trasformazioni termodinamiche.
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Sia dato il sistema isolato della figura. Come sappiamo il calore
fluisce dal serbatoio caldo a quello freddo e non viceversa.

Immaginiamo ora di non sapere in quale verso fluira il calore ma
di conoscere il secondo principio nella forma seguente

/n un sistema termodinamico isolato le trasformazioni devono
sempre determinare un aumento dellentropia.

Il sistema sara allora rappresentato nel modo seguente dove il
segno di Q ¢& incognito. Applichiamo il secondo principio
indicando con Q" il calore scambiato dal serbatoio T2 e con Q'
quello scambiato dal serbatoio T1

AS >0

AS:Q—+Q dal I principio Q''+Q'=0 Q'=-Q"
A

AS:QH_QHZQ“(E_E)
A A

Q"UIT:]_E)>O siccome T, >T, deve essere Q' <0

il che significa che il calore abbandonera il serbatoio T2 ed
entrerain T1.
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Ogni volta che il lavoro meccanico viene ‘ T | ‘ T |
convertito in calore solo una parte di questo

puo essere trasformata nuovamente in Q
lavoro.
r5-9-2,2.Q
T,
Lperso = L L| Ql :Tl.AS
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Elementi di Meccanica Statistica



Origini e sviluppo della termodinamica

Gli inizi L'acqua nelle miniere ...
E. Torricelli (1608-1647) scopre la pressione atmosferica
O. Guericke (1602-1686) esperimenti sulla produzione del vuoto
R. Boyle (1662) J.L. Gay-Lussac(1802) legge dei gas
l'aria & una sostanza materiale dotata di proprieta descrivibili in termini di
pressione, volume, temperatura.
Il lavoro nelle nuove manifatture ...
J. Watt (1736-1819) inventa la macchina a vapore ad elevato rendimento

dalle sostanze materiali, attraverso opportuni processi, e possibile estrarre lavoro

La costruzione della teoria

S. Carnot(1796-1832) Reéflexions sur la puissance motrice du feu et sur

les machines propres a développer cette puissance (1824) il rendimento
delle macchine termiche

E. Clapeyron (1799-1864) Sur /a puissance motrice de la chaleur (1834)
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J.P.Joule (1818-1889) esperimenti sulla equivalenza di lavoro e calore
(1841-1848)

W. Thompson-Lord Kelvin (1824-1907) scala assoluta delle temperature
(1847), formulazione del secondo principio (1851)

R. Clausius (1822-1888) formulazione equivalente del IT principio ed
introduzione del concetto di entropia (1865)

J. Mayer (1814-1878) intuisce l'equivalenza di lavoro calore ed energia
(1841)

H. Helmholtz (1821-1894) scopre la conservazione della energia in
meccanica e la estende ai sistemi termodinamici (1842) esseri viventi
compresi

R. Clausius (1822-1888) formulazione matematica del I principio

la tfermodinamica classica assume un assetto assai vicino a quello discusso: scambi di
energia (calore e lavoro) tra sistema (porzione di materia) ed ambiente (la materia
circostante), coordinate termodinamiche, stati di equilibrio, trasformazioni, principi
zero (Fowler 1930), primo e secondo.
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Origini e sviluppo della Meccanica Statistica

La termodinamica classica era riconosciuta come una teoria coerente, completa e generale
tuttavia la crescente evidenza della natura atomica della materia e dunque dei gas e di tutti i
sistemi termodinamici poneva il problema di ricondurre la termodinamica e le sue leggi alle
proprieta e leggi degli atomi. In particolare si poneva il problema di interpretare in chiave
atomica i concetti fermodinamici di

- pressione (gas)

- temperatura

- calore, energia interna e primo principio

- entropia e secondo principio (legge dell'aumento della entropia nei sistemi isolati)

i tentativi di rispondere a questi interrogativi condussero alla teoria cinetica dei gas e poi alla
meccanica statistica.

La pressione dei gas ...

D. Bernoulli (1700-1782) interpreta la pressione come effetto dell'urto
di un gran numero di particelle contro le pareti del recipiente (1738)

o7



il calore ...

J.J Waterson (1811-1883) nel 1845 e A. Kronig (1822-1879) nel 1856

interpretano il calore nei gas come effetto legato moto disordinato
delle particelle materiali

si approda alla teoria cinetica dei gas ...

R. Clausius (1822-1888) definisce i fondamenti della teoria cinetica dei gas
- il gas & costituito da un numero enorme di molecole

- le molecole sono considerate come sfere piccolissime ed
ed impenetrabili con dimensioni trascurabili rispetto al
contenitore

- la distanza media tra le molecole & molto grande rispetto alle
dimensioni delle molecole stesse

- futte le direzioni del moto sono equiprobabili a causa dei
moti caotici

- gli urti sono elastici

- tra un due urti successivi il moto delle molecole & rettilineo
uniforme
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e spiega pressione, femperatura, e l'equazione di stato dei gas, calore,
energia interna e primo principio della termodinamica

la teoria cinetica consegui molti successi tuttavia era accettata con riserve e da
alcuni rifiutata perché non sembrava in grado di spiegare la pit importante delle leggi
termodinamiche: l'irreversibilita delle trasformazioni affermata  dal secondo
principio. L'obiezione era di natura generale

- se un gas e composto di particelle materiali e ciascuna di queste segue le leggi
reversibili della meccanica anche il gas nel suo complesso risultera governato da leggi
reversibili in contrasto con la evidente irreversibilita di futti i fenomeni
termodinamici

un passo decisivo ...

J.C.Maxwell(1831.1879) scopre la legge della distribuzione delle velocita
nei gas (1865). La strategia adottata indica che

- esistono effetti determinati da leggi fisiche ed effetti
determinati da leggi statistiche

- i primi sono sempre veri i secondi sono verificati solo in media
- le leggi fisiche sono sempre verificate quelle statistiche
possono anche essere violate
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si approda alla meccanica statistica ...

L. Boltzmann (1844-1906) modifica
radicalmente  l'approccio  della
teoria cinetica spostando
I'attenzione dai conteggi di natura
statistica sulle particelle materiali
ai conteggi di natura statistica sui
loro stati : nasce la meccanica
statistica.

Con il nuovo formalismo risolve il
problema della spiegazione del
secondo principio della
termodinamica dimostrando che un
sistema composto da un gran
numero di particelle materiali, che
seguono le leggi reversibili della
meccanica, da luogo a fenomeni
irreversibili di natura statistica. In
linea di principio tali fenomeni non sono necessari e potrebbero anche
hon avvenire tuttavia la loro probabilita é cosi elevata che da un punto i
vista pratico & come se fossero certi.
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un esempio sulla soluzione del problema della irreversibilita dei fenomeni termodinamici (legge
dell'aumento della entropia)

Un sistema isolato & costituito da due volumi comunicanti stato di equilibrio iniziale
con foro. Un volume & occupato da un gas in uno stato di
equilibrio Si. Aperto il foro il gas diffonde nel secondo
volume fino a raggiungere uno stato di equilibrio Sf dove
entrambi i volumi sono occupati. Senza un cambiamento
stato

delle  condizioni tale

indefinitamente

viene  mantenuto

stato di equilibrio finale

-

Termodinamica Classica

lo stato di equilibrio Sf ha
una entropia maggiore
dello stato di equilibrio Si

in accordo con il secondo
principio (legge
dell'aumento della
entropia) il sistema evolve
da Si ad Sf rimanendovi
indefinitamente

il secondo principio vieta al
gas di tornare
completamente nel solo
volume iniziale

essendo il risultato di una
legge deterministica il
fenomeno deve avvenire
necessariamente

Prof. Nicola Semprini Cesari

La Meccanica Statistica
immaginiamo che lo stato Si sia costituito da N particelle

N=1: la particella si muovera da un volume all'altro.
Periodicamente tornera nel volume iniziale violando il
secondo principio.

N=2: ogni particella si muovera da un volume all'altro.
Periodicamente, ma pit raramente di prima, torneranno nel
volume iniziale violando il secondo principio.

N: ogni particella si muovera da un volume all'altro.
Periodicamente potranno tornare tutte nel volume iniziale
tuttavia la probabilita si riduce mano a mano che N cresce.

N di un gas : ogni particella si muoverda da un volume
all'altro. Non e escluso che possano ad un certo punto
tornare futte nel volume iniziale ma l'evento & cosi
improbabile che risulta in pratica impossibile e lo stato
finale Sf (gas che occupa i due volumi) é cosi probabile che
risulta in pratica necessario.

l.

o«
*—

'
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Valgono i seguenti commenti

il secondo principio (legge dell'aumento della entropia) non & una legge fisica
deterministica

il secondo principio puo anche essere violato

se il numero di particelle & ridotto viene violato frequentemente (tutte le
particelle tornano nel volume iniziale)

mano a mano che il humero di particelle aumenta viene violato sempre piu
raramente

nel caso di un gas la violazione risulta cosi improbabile da essere in
pratica impossibile

il secondo principio diventa legge mano a mano che aumenta il numero di particelle
(mano a mano che il sistema aumenta in complessita)

il secondo principio & una /egge fisica statisticao emergente

oltre a risolvere il problema della entropia in termodinamica la meccanica statistica di
Boltzmann

definisce uno schema generale applicabile ai sistemi composti da un nhumero elevato
di sistemi elementari (sistemi complessi) e che permette di interpretare /e loro
proprietd macroscopiche a partire dalle proprieta microscopiche ovvero dalle
proprieta sistemi elementari che Ii compongono
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La descrizione di un sistema : macrostati e microstati

Lo schema che discuteremo si puo applicare a tutti quei sistemi solitamente
macroscopici (macrosistemi) che sono costituiti da un numero molto grande di
sistemi elementari o microscopici (microsistemr)

Es: gas (macrosistema) e atomi o molecole (microsistemi)

Per tali sistemi sono possibili due livelli di descrizione

*si descrive lo stato del macrosistema attraverso le variabili di stato
macroscopiche

Es: il gas viene descritto da P,V,Tn

- si descrive lo stato del macrosistema attraverso gli stati dei microsistemi
descritti a loro volta dalle variabili di stato microscopiche

Es: il gas viene descritto precisando lo stato di ogni atomo/molecola
a sua volta descritto da posizione e velocita

per questo motivo risultano utili le sequenti definizioni

- si definisce macrostato la descrizione dello stato del macrosistema per mezzo delle
variabili di stato macroscopiche

- si definisce microstato la descrizione dello stato del macrosistema per mezzo delle
variabili di stato microscopiche di ciascuno dei suoi sistemi elementari
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valgono le seguenti osservazioni
macrostato

descrizione globale del macrosistema

- I Es:n moli di gas
numero limitato di variabili di stato —>

PV T n- 4variabili
variabili di stato direttamente misurabili

microstato

descrizione dettagliata del macrosistema (per
definizione la descrizione con la massima

informazione possibile) ‘ ‘
| o : variabili di nmoli -~ nN, =nx6x10%atomi / molecole
numero elevatissimo di variabili di stato —— > unatomo / molecola (7.7) - 6 variabili

variabili di stato non misurabili diretta mente nmoli di gas — nx6x10% x6 variabili

Es:n moli di gas

NOTA: evidentemente ad ogni macrostato corrisponde un numero enorme di microstati

microstato

macrostato
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la meccanica statistica si propone di

spiegare le proprieta macroscopiche di un macrosistema attraverso le proprieta
dei microsistemi che lo compongono

di interpretare le variabili di stato macroscopiche del macrosistema attraverso
le variabili di stato microscopiche dei microsistemi

di mettere in relazione tra loro macrostati e microstati.

La relazione tra microstati e macrostati € enormemente complessa

Si consideri ad esempio ad un gas (macrosistema) formato da un numero elevatissimo di atomi
(microsistemi). Lo stato di ogni atomo (posizione e velocita) evolve rapidamente con il tempo

microstato
acrostato

dunque dipende dal tempo anche il microstato del gas.
In uno spazio opportuno tale evoluzione temporale del
microstato e rappresentata dal moto di un punto e
determina, quando avviene un cambiamento della
regione, una evoluzione femporale del macrostato.

Si comprende allora che

la relazione tra microstato e macrostato é determinata dal moto del microstato ovvero
dallinsieme dei moti di nx6x1023 atomi (punti materiali)) E° necessaria una
semplificazione drastica ma fisicamente plausibile /
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La semplificazione & in effetti la pit drastica tra quelle immaginabili e
fortunatamente anche fisicamente plausibile per molti sistemi complessi tra cui
quelli presi in esame dalla fermodinamica (torneremo in sequito sul fondamento
di questa assunzione). Essa prende il nome di

Principio della equijprobabilita a priori

I microstati accessibili ad un sistema hanno tutti la stessa probabilita di
realizzars/

Consegue allora che la probabilita che si
realizzi un determinato macrostato deve macrostato |

Valere NM/'cra—Sf (\/)

Q (/)= ,
Macro-St To
NM/Z/‘a—.Sf ' ‘
o pil semplicemente

Q/Macro—.Sf (J) aNM/cro—Sf (‘/) k
Per esequire il calcolo dei microstati

corrispondenti ad un macrostato & microstato
necessaria una schematizzazione. ;
NM/C/‘O-S?"(J)
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Microstati e Macrostati nello schema della Meccanica Statistica

possibili stati del microsistema microsistema in uno stato definito
€m Gm €m Im
& 9 & 9;
o
€1 91 €& 9

N microsistemi in stati definiti :

microstato
€m Im| O Nim
£ g o n. m valori definiti del numero di
$ ) microsistemi sui possibili livelli
(0 o |- energetici : macrostato
€ 91| 0o n; NOTA: il macrostato fornisce

una descrizione del sistema
enormemente meno dettagliata
di quella del microstato
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La probabilita di un Macrostato

Nello schema introdotto il numero di microstati che compete ad un certo macrostato puo
essere ottenuto partendo da una generica tabella riempita con N particelle (microstato) e
contando il numero di tabelle differenti (riempite con N particelle) che lasciano invariati i
numeri di occupazione dei diversi livelli energetici.

E' necessario, prima di procedere al conteggio sottolineare i seguenti aspetti

8m Im| O N Sm Im| O Nm

& 9 0 h; ::> & 9 Lo _Jo gl

0 0 // 0 0o

€ 91|00 ny € 91|00 N
nel caso di particelle distinguibili deve
essere considerato un microstato differente
che afferisce allo stesso macrostato

€m 9m| O i €m Im| O N

€ Q. n.

i 9 0 J Sj g;| o0 o) n;

£ ~\ n

1 91 (0] 1 81 9 0 n

microstato differente che

; microstato differente che
afferisce allo stesso macrostato

afferisce ad un differente
macrostato
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Per contare il numero di microstati che compete ad un determinato macrostato
possiamo ragionare come segue

- i semplici scambi di particelle modificano il microstato ma non il macrostato

€m 9m| O N €m gm" N
€ 9; n; j|> sjﬁ , O n; N|
eee eee O O cee eee O O *
€ 91|00 Ny € 91|00 n,

- gli spostamenti delle particelle all'interno dello stesso livello energetico
modificano il microstato ma non il macrostato

€m 9m| O N €m 9m| O N
M
€. g; n. ::> €. g; n.
J J J J J d J
J_
€ 91|00 Ny € 91|00 Ny
Prof. Nicola Semprini Cesari

69



microstati di un si noti che anche il fattore appena introdotto , .
generico livello calcola come distinti i microstati ottenuti mICPO§TG1i! d|”un
energetico contati atfraverso scambio delle particelle. Per vederlo generico livelio
dal termine q." si consideri un caso concreto, ad esempio n=2 e ener‘ge‘ru.co contati
9i g=3 (a sinistra). Si vede allora che tra i dal termine NI
microstati calcolati con la formula g;"' compaiono
. ) . . Jo. . 00
anche microstati che differiscono per il semplice
o) o) scambio delle particelle. 0 0

00

0 0 D'altra con il tfermine N! sono gia stati calcolati
tutti i microstati ottenuti attraverso semplice
o) o) scambio delle particelle (a destra) per cui il 0 0
prodotto NI g\ fornisce (in questo caso con n=2)
00 un numero di microstati doppio. 00

o) o) Se avessimo ragionato con n=3 avremmo trovato o) o
un numero di microstati 6 volte superiore
0 0 mentre per un generico n un numero nl volte o 0
superiore.

Abbiamo allora che per ottenere il giusto numero
00 di microstati dobbiamo dividere per il fattore 00

M
N~
j:]_ J
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otteniamo allora che // numero di microstati corrispondenti ad un generico
macrostato definito dai numeri di occupazione dei livelli n,..ny, (N=ns+..n,) & dato
dalla espressione seguente

NOTA : definiti i livelli

M g energetici e.dunque g il
N =N N ZJ_ numero di microstati
microstati =1 n. | associato ad un certo

J macrostato varia con la
_ popolazione dei livelli n;.
dove vale la relazione N=(ni+..nM).

Ricordando ora che il principio di equiprobabilita a priori comporta che la
probabilita che si realizzi un macrostato sia proporzionale al humero di microstati
che gli corrispondono possiamo scrivere la seguente espressione della probabilita
di un macrostato

M
a N! T g

macrostato _1 ” |

dove vale la relazione N=(ni+..nM).
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Le formule fondamentali per il macrosistema

Consideriamo un sistema non soggetto ad alcuna interazione con I'ambiente (sistema isolato)

* il sistema & composto da un numero grandissimo di microsistemi soggetti ad interazioni
sostanzialmente scorrelate tra loro in modo tale da determinare una evoluzione temporale
casuale del microstato icrostato

rostato

- dato che ad ogni macrostato corrispondono moltissimi microstati lo stato del sistema
percepito macroscopicamente, // macrostato, evolvera esso stesso in modo casuale ma non
tocchera tutti i macrostati indifferentemente

» in particolare il principio di equiprobabilita assume che I'evoluzione temporale del
microstato sia perfettamente casuale (tutti i microstati accessibili hanno la stessa

probabilita di realizzarsi) per cui /a probabilita di un macrostato e semplicemente
proporzionale al numero di microstati che contiene

M p
aN!I‘Ig N=2.n

macrostato = | -1
J

- poiché i macrostati hanno probabilita differenti il sistema sembrera permanere nel
macrostato di massima probabilita con piti o0 meno frequenti oscillazioni sui macrostati di
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* pertanto // macrostato di massima probabilita é uno stato di equilibrio del sistema mentre
gli stati di probabilita inferiore sono fluttuazioni dello stato di equilibrio

» se il sistema si trova in un macrostato differente da quello di equilibrio e dunque di
probabilita inferiore tendera ad evolvere verso macrostati di maggiore probabilita fino a
raggiungere lo stato di massima probabilita che e lo stato di equilibrio dove sono possibili
solo fluttuazioni

* I'evoluzione del sistema & dunque governata dalla /egge dellaumento della probabilita de/
macrostato. Dato che dal punto di vista termodinamico il sistema e governato dalla /egge
dellaumento dellentropia si assume che l'entropia sia una funzione crescente della sola
probabilita del macrostato S = S(Q)

in particolare dati due sistemi in interazione A e B, dalla termodinamica classica e
meccanica statistica si ha

5=5+5  5=59,)=5Q,.9,)
d'altra parte la prima relazione si esprime in meccanica statistica come

5 =5(Q,)+5(Q,)
5(Q,0,)=5(Q,)+5(Q,)

da cui segue che

la quale richiede una dipendenza logaritmica della entropia dalla probabilita del macrostato

M g NOTA: K & una
J ) costante da
J=1 /7 | “| determinare

5 = klog(Q) = k log(N! I
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- con riferimento allo schema adottato I'energia totale del sistema (energia interna del
sistema termodinamico) e la somma su tutti i livelli energetici del numero di occupazione

moltiplicato I'energia del livello

€m 9m| O N M

€. g; 0 n. _ Z M

J J J U — n g . _

o 0o - \/ \/ N B an
J=1 J=1

€ 91100 n
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Espressioni meccanico-statistiche delle quantita termodinamiche

Nello schema della meccanica statistica le grandezze che risulta pit facile definire sono
I'entropia S e I'energia interna U. Partendo da queste e possibile costruire anche le altre
grandezze termodinamiche.

Per cominciare ricaviamo le espressioni meccanico statistico della entropia e della
energia interna in forma differenziale

M 7/ M
5 =klog(N! T i/l) ds =k d(logtN") + > n.log(g,) ~log(n,
nt j=1

M
U=>ne aU =% dn e +de, n,

s J=1 approssimazione di Stirling

M n, M g, n, log(n') = En log(k)~
— J - - = J -4
as = k(;:la’njlog(gj)+;jc{qj dnjlog(nj)/M as = /\'(J_EZ1 dnjlog(”j )+ dg, _qJ ) =i

J

ds=kd (fﬂ, log(g,) -1, '°9(”j)7"f{

~ jllog(x)dx =

= [xlog(x) - xT ~
n. ~nlog(n)—n
_J

)

M )
ds = k(3 dn, Iog(%)+ d,
= '

J J

M
au = Za’nj £, +de; n,

J=1
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Dalla espressione differenziale della entropia possiamo facilmente derivare /‘espressione
meccanico statistico del calore ricordando che d@-=T dS

S 9, )
dQ = kT (D] a’njlog(n—)+ a’gj;)

J=1 J J

Infine I'espressione differenziale del lavoro si puo ottenere richiedendo la validita del
primo principio della termodinamica d@=dU+dL

M g, n.
kT (> dn.log(=L)+ dg.—)=0|dn. =dg. =0
{a’on (JZ; n, og(ﬂj)+ g, gj) n, fJ
dL =-dUu M dl=->n.de,
dL=-() dn.e. +n de) =/ M n.
26+ 1,9, o a’L:Za’gjkTg—J—a'sjnj
M =1 .
D.dn.e +n.de =0 dn, =de; =0 ’ /
{ZU :a(’) - # SO
L= g, n \dL=kTS dg —
Q| =kT(JZ_; dln;log(=4) + a’gjj) JZ 9y,
B J J
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Interpretazione meccanico-statistica del calore e del lavoro

Le espressioni meccanico statistiche del calore della energia interna e del lavoro forniscono
una spiegazione molto interessante della differenza che intercorre tra uno scambio di calore
ed uno di lavoro in un sistema termodinamico.

Immaginiamo che il sistema scambi calore con 'ambiente e non lavoro per cui dL=0
=% dg kT -den=0 -  dg =de =0
=i g, J J J
da cui si ottiene I'espressione del calore scambiato
adQ = kT(z an, log( L)+ aq, ?) kT(z an, log( ))
J=1 J J J=1

la quale mostra che uno scambio di calore determina un cambiamento delle popolazioni der
livelli energetici. Uno scambio di calore ad esempio puo allora essere rappresentato
graficamente nel modo seguente

€n 9m N €mn 9m| O Nm
A
& 9ilo |o n; & g | n;
v
oo cee o o eee .oe O O /
'
€ 91|00 Ny €& 91100 |0 n
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Immaginiamo ora invece che il sistema scambi lavoro con 'ambiente e non calore per cui dQ=0

M g n.
- J J\ = — _
adQ —kT(Z dnjlog(n—)+ dg,—~)=0 - dn, =dg, =0
J=1 J gj
da cui si ottiene I'espressione del lavoro scambiato

M nj_ M

dl=7 dg, kT —-de n==-3 den

o 9; o
la quale mostra che wno scambio di lavoro determina un cambiamento della energia dei livelli
senza variazione delle popolazioni. Uno scambio di lavoro ad esempio puo allora essere
rappresentato graficamente nel modo seguente

nm
Sm Im 0 0 nJ
g g 0 0
0 Ny
€& %

Comprendiamo allora che nello scambio di energia sotto forma di calore ogni sistema
elementare acquisisce una energia indipendente da quella che possiede per cui il sistema perde
ordine. Al contrario in uno scambio di energia sotto forma di lavoro ogni sistema elementare
acquisisce una energia dipendente da quella che possiede per cui il sistema conserva l'ordine.
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Determinazione della costante meccanico-statistica k

Per calcolare il valore della costante k& che compare nella espressione della entropia S=4
log(42) conviene scrivere le espressioni meccanico statistiche nel caso di un sistema
termodinamico semplice e noto che compie una trasformazione con scambio di calore (in modo
che sia coinvolta la costante k). Un gas perfetto soggetto ad una trasformazione isoterma
(dato che U=U(T) si ha dU=0) e sicuramente uno dei casi pit semplici. Si ha

M
a’U:;dnja‘j+a’£j n =0 - dn,=de; =0
da cui si ottiene la seguente espressione del lavoro elementare
M ﬂj
dl = Z dg, kKT —
J7 9,

J

"
g;

Il punto cruciale ora é ricordare che i coefficienti gj contano il numero di stati di energia &f
accessibili al microsistema. Se assumiamo come microsistema del gas un punto materiale di

massa m soggetto alle leqgi della meccanica il suo stato sara definito dai vettori posizione e
velocita 7 e v, per cui il numero di stati nell'intorno vale

M
~de;n, :; dg, kT

ddz ddvz dN. a dxdydz dv, dv dv,
ﬁ ax y [7 OiI/X V,V
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D'altra parte cio che si deve contare non ¢ il numero di stati in generale ma il numero di stati
di energia compresa tra ¢ ed +ds. A questo proposito osserviamo che gli stati di energia
definita € =72/2 m V2 risiedono su di una superficie sferica di raggio v nello spazio delle
velocita per cui gli stati di energia compresa nell'intervallo ¢ ed &+de risiedono nel guscio
sferico compreso tra ve v+dvdi volume 4w dV. Siccome il numero di stati & proporzionale al
volume dobbiamo concludere che // numero di stati di energia definita di un punto materiale
nellintorno dello stato r,ev, e proporzionale a

dN, a dxdydz dv.dv,dv,a dV 4} dv
Tale numero é anche proporzionale ai coefficienti dgj per cui si ha

dg a dV 4mw?dv

I coefficienti gj possono essere ottenuti sommando con la condizione €j e quindi vj costante
ovvero sommando sul solo volume. Definendo V il volume del recipiente che contiene il punto
materiale si ottiene

g aVamw?adv
- dV Aawvidv _ dV
g Vaiwidv V
Richiamando I'espressione del lavoro elementare si ottiene la formula seguente

=3 k1%, ._z kT n=NkTZL
J=1 9; V

da cui dg

D'altra parte un gas perfetto al'equilibrio soddisfa I'equazione di stato PV=nRT per cui il
lavoro elementare puo essere espresso come Vv

dlL=PdV = ”RT7
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Eqguagliando le due espressioni otteniamo la relazione

NdeVV:nRTdVV Nk=nR  nN,k=nR

la quale fornisce il valore della costante k detta costante di Bol/tzmann

R T
k=" =138065%x102 L
w8060

A

la quale misura la frazione di energia che compete alla molecola del gas quando varia di 1K la
temperatura.
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I numeri di occupazione dei livelli energetici per un sistema all’equilibrio

Un sistema termodinamico nel corso di una tfrasformazione modifica in generale la popolazione
dei livelli nj le energie dei livelli €j ed anche le loro degenerazioni gj. Se // sistema é isolato e
chiuso ovvero non scambia ne energia (dU=0) ne materia (dN=0) dopo un certo tempo
raggiungera lo stato di equilibrio nel quale tutte le guantita menzionate raggiungono un valore
costante. E' di particolare interesse calcolare i numeri di occupazione dei livelli energetici
nello stato di equilibrio di un sistema isolato e chiuso. Per eseguire il calcolo & sufficiente
imporre la condizione che l'entropia sia massima (d5=0) e lenergia ed il numero di

microsistemi siano costanti (dU=0, dN=0)

dS5 =0 entropia massima
energia interna costante
dN = 0 numero di microsistemi costante

av =0

n

M g/'
dlog(N! N =L-)=0
Jj7 nJ.!
M
d(Q me)=0
J
M
d>.n)=0
J=1

omettiamo la
costante k
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a’(ZAZ:ﬂj|09(_‘7j)‘ZA::(ﬂj|og(nj)_,7j)) -0

n

M g‘f
dlog(N!' T =)=0
J7 /7/,!
M
d(X.me)=0
J7

a’(inj)zo

duw +3log(g)) =3 log(

M
ZEJ. an, =0
J=1

M
Zdnj =0
J=1

”/Q

approssimazione di Stirling
log(n!) = 3 log(k) -
k=1
~ [log(x)ax =
1

= [xlog(x) - xT ~
~nlog(n) -n

d(3n,log(g,)-3n, |og(nj)7>/) -0

M
ZEJ an, =0
J=1

M
Za’nj =0
=
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M M M M 1 (o M M
d( ;ﬂj |09(gj)-jZ:;n, log(n,)) =0 JZ; log(g,)an, -;(log(ﬂ,)dnj +njn—jdﬂj )=0 ;log(gj)a’nj —;log(nj)a’nj + ;dnj =0
M M M
j:1£j dn, =0 ;gj dn, =0 ;gj dn, =0
M M M
Y>.dn. =0 Y.dn. =0 Y. dn =0
=T A A
M M P
;(log(gj)-log(ﬂj))dﬂj =0 ;(log(gj)-log(ﬂj))dﬂj =0 $(log(g,)-log(n,) - e, + y)aln, =0
M M J=1
;gj dn, =0 _'BJZ:;‘?J an, =0 -

\ - . . . .

S, =0 VS dn =0 —| b e y moltiplicatori di Lagrange

J J
7 =

€’ pudessere ottenutodalla condizione sulla sommadegli n,

log(g,)~log(n,)-Be, +y=0|n, :eygje‘ﬂgf
- _ R N
;nj e ;gje =N e = —
29"

=

da cui consegue l'espressione dei numeri di occupazione dei livelli energetici del sistema isolato
e chiuso nello stato di equilibrio (macrostato di equilibrio)

~Pe, NOTA: vedremo che
g.€ N _pe. | attraverso la somma Zdetta
J — Be; . . ..
= 9/ e funzione di partizione del
sistema sara possibile

4 —ﬂej Z
Z gj € calcolare tutte le quantita
J=1 macroscopiche di interesse.

n =N

J
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Determinazione del coefficiente p

Il coefficiente B puo essere determinato considerando una gqualungue trasformazione del/
sistema (piu semplice se infinitesima) a partire dallo stato di equilibrio.

Nel caso di uno scambio di solo calore si hanno le condizioni
d@Q =dU +dL dL=0 dQ =dU

da cui conseguono le seguenti espressioni

# n
dl :;dgjij—dsjnJ:O ~ dg,=0 dg; =0
aQ =k7(i an I:99(&)+ dg, L =k7(f dn log(2L))
=T, ' =T

M M
du = ;dnj £, +de; n = ;dnj £

Poniamo ora d@Q=dl/ M _qj M
kT(Z dnjlog(n—)) = Zdnj £

J=1 J J=1

e ricaviamo |'espressione dei numeri di occupazione all'equilibrio

n. =ﬂ9.e_ﬂ£f &:ée&f
L Z7Y n. N

J
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che sostituita fornisce le equazioni seguenti

M ary M
kT (D a’njlog(ﬁe 7)) = Z‘Ia’njsj
J:

i=1
J/M Z M
kT(Z an. g(ﬁ)+dnj,8£j ) = Zdﬂj £
J=1 Jj=1
M M
KT (>, dn Be, ) = Y.dn e,
Jj=1 j=1
kTB=1

da cui ricaviamo /espressione del coefficiente B

_ 1
ﬂ_kr

e la espressione definitiva delle popolazioni dei livelli energetici del sistema all equilibrio

£, P e; | NOTA: vedremo che
n = ﬂg e KT 7 = Zg g kT | atfraverso la somma Z detta
Sz ~ 7 funzione di partizione del
/ sistema sara possibile

calcolare tutte le quantita
macroscopiche di interesse.
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Espressioni meccanico statistiche delle quantita
termodinamiche per un sistema all'equilibrio

Nel caso // sistema esegua trasformazioni quasi statiche per cui evolve attraverso stati prossimi a stati di
equilibrio le espressioni meccanico statistiche della termodinamica possono essere riscritte in una forma piu

conveniente. Questa puod essere ottenuta sostituendo nelle formule generali le espressioni delle popolazioni dei
livelli energetici all'equilibrio.

Come in precedenza conviene partire dalle espressioni differenziali della energia interna dU e della entropia dS
attraverso le quali e poi possibile ricavare le altre grandezze termodinamiche. Nel fare questa operazione

scopriremo il ruolo fondamentale della funzione di partizione attraverso la quale é possibile esprimere tutte le
grandezze termodinamiche.

Cominciamo con I'energia interna U. Richiamando la sua espressione differenziale si ha

dU=>dn e +de . n =d(D.ne,) Fopolaziont der Ivell

JJ J o J energetici all'equilibrio
j:]' j:]' \ £,
M N £ n. = ﬂg‘e_ﬁ'
- J Z J
aU =d(Yy —g.e* &) ¢,
— 7 7/ J M -
o a . . Zgjsje
da cui ricaviamo |'espressione della energia interna U =N

Calcoliamo ora la derivata della funzione di partizionerispetto alla temperatura

M _¢; espressione meccanico statistica
% = 9 = ' r(_ J )(__ — Zg k7 della energia interna per un
o7 0T ‘= =t T? /(7'2 i€ sistema all'equilibrio
d L 0Z z 0z 1 02
kT —= 27&= = 2 _ 2
Y g,ce T =kT - U =T U=N kT?=—

ZoT
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Riscriviamo ora I'entropia partendo dalla sua espressione differenziale  Popolazioni dei livelli
energetici all'equilibrio

M qg. n. M 9g. £ £
ds=k(» dnlog(=L)+ dg.—L-)=kd (> n.log(=-)) = N _ 5 9 _Z
M N _E Z i M N _G £,
=kd() —g.e “"log(—e*"))=kd (D> — g.e “"(log(Z) -log(N) +—-L)) = y _&
(25 9,2 ¥ loglze)) =ho(2 Z g, " (log(2)~loglh) + 220 e
_ M N 7 N 5 N i%/ U:NJ‘lT
—kd(;?gje "Tlog(Z)—?_qJ.e ”Iog(N)+?_qje TKT =

- ka’(%Zlog(Z) - %) + kLT) - kd(Nlog(Z) + kir) - d(N Klog(Z) + %)

Tenendo conto della espressione della energia interna so ottiene infine

espressione

1 0Z .| meccanico statistica
_—) della entropia per un
Z 07T 7| sistema all'equilibrio

5 = Nklog(Z) +% - Nk (log(Z)+T

T oZ

Zar
10Z yp T 0Z » T 49,
ZoT Z20T ZooT

dacui dS=dNk(log(Z)+

1
ads =N k(—=dZ +
(Z
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A partire dalle espressioni all'equilibrio dell'entropia S e dell'energia interna U possiamo ottenere
I'espressione per la frazione di calore scambiato

dQ =T ds

1., Tz 0z
dQ =NkT Z[1- 2% )dz + %4
Q=NAT AU~ Z579 57

espressione
02 .| meccanico statistica
dT +7 d—] del calore elementare
0 T ~ | scambiato per un
sistema all'equilibrio

e per la frazione di lavoro scambiato

Y 1 1 %
dQ=TdS=Td(NkI 2)=T(Nk=dZ +=dU -_=dT) =
QR=Td5=Td(Nklog(Z)+2) =T (Nk—dZ +—dU -—dT)

“NkTEaz+aqu-Yar  dQ-adU=aNkTLaz -Yar
Z T %7

N yr0Z

— ar
Z 0T

dl = d@Q - dU :Nkr%dz -

espressione

a Z meccanico statistica

_— d T) del lavoro elementare

a 7- scambiato per un
sistema all'equilibrio

dl=NkT-~(dz -
z
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E' interessante ricavare l'espressione della pressione. Si richiami il primo principio della
termodinamica per un gas

d@Q =dU +dL TdsS=dU+PdV PdV=Tds-dU

_ 05, QU
P=T )y ~ (G

Ora calcoliamo le derivate della entropia e della energia interna partendo dalle loro
espressioni meccanico statistiche all'equilibrio

da cui

_ v 05, _ 1,02 1,0U 05, _ 1,02 oV
S —N/flog(Z)+F (W)T ‘Nk}(W)r +F(W)T T(W)T —NkT?(aV)T +(al/)f
_ 05, U, _ 1,9z, U, 93U
T Gy =G =NAT G G~ Gy
1,02
P=NkT =&
£ aV)T R -V ,0Z
Da questa espressione possiamo anche ottenere la equazione PV :nNAET? W)T
V ,0Z
PV =nRT = (2=
[Z GI/)T]

la quale mostra la forma generale della equazione di stato di un gas (evidentemente nel caso di
una gas perfetto il termine tra parentesi dovra essere pari a uno)
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Gas Monoatomico

In generale le espressioni meccanico statistiche di un sistema all'equilibrio possono essere calcolate una volta
che sia definita la funzione di partizione che contiene tutte le informazioni fisiche rilevanti de microsistemi
che formano il sistema in esame.

Certamente il caso pit semplice e quello di un gas all'equilibrio costituito da singoli atomi (gas monoatomico) che
possono essere pensati come semplici punti materiali soggetti alle leggi della meccanica. Calcoliamone la

funzione di partizione .

M o
z=5gen
, g J €
J=1
Richiamiamo in primo luogo I'espressione differenziale del numero gj degli stati compresi tra € ed e+de

dg, = A4 dv dV

assumendo la meccanica classica e la relazione tra velocitd ed energia (che per un punto materiale puc essere
solo cinetica) possiamo riesprimere i coefficienti gj nel modo seguente

g=1m, a’gzﬂZva’V:mva’v:m,fEa’v dv = de
2 2 m 2me

g=AdV amidy = Ady an_9E

m ~2me
dg:Adﬁ/_%Tgl’zdng g:AM—%TgwdgV
m m
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sostituendo nella funzione di partizione otteniamo

NS e e e AV T g
0

Z =AV

la quale puo essere calcolata richiamando le proprieta della funzione Gamma di Eulero
r(z)=[t"e’dr  T(n+ %) =185 DZDMZ” Drd ) r(%) =
0

infatti si ha

jgvze T de = (KTY: j et o (KT T D= (kTY: 1

dacui w2m e wom,, 21
Z=AV - 25" e = Ay N2 (KT E\/71

Z =4 vy (kT
m
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Dalla funzione di partizione possiamo ora calcolare /energia interna U per il gas monoatomico

3 3 3 1
Z=avEykTY  U=NKT*ZIZ =N AT S AVED KTk
i A V(i;T)z(kT)Z i
U=N ng

Per evidenziarne il significato fisico conviene richiamare la sua espressione generale
M M M 3
= = = < >= —
U J-E:l”jgj N(;:lnjsj / J-E:lnj) N<e>=N 2/(7'

la quale mostra che /energia media (cinetica) di un atomo di gas monoatomico all'equilibrio vale

<e>=S4T
2
Richiamiamo ora I'espressione della pressione e sostituendogli I'energia media appena trovata
3 3
P=NKT 32y =NkT s AV Ty, D kT =T 2 <>
AV (kT "
m
P = ﬂg <£g>

V 3
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Distribuzione maxwelliana delle velocita

In precedenza abbiamo sottolineato che all'equilibrio i microsistemi non hanno tutti la stessa
energia ma piuttosto sono distribuiti tra i vari livelli secondo una legge essenzialmente
esponenziale decrescente dipendente dalla temperatura. In un gas monoatomico I'energia € solo
cinetica (dipendente quindi dalla sola velocita) per cui la distribuzione di equilibrio delle energie
si traduce in una distribuzione delle velocitd. Tale distribuzione, trovata da Maxwell nel 1866
nell'ambito della teoria cinetica, sara dedotta nel contesto piti ampio della meccanica statistica.

Richiamiamo |'espressione dei numeri di occupazione dei livelli energetici all'equilibrio
&

N F
n==9e"

e richiamiamo le espressioni dei coefficienti gj e della funzione di partizione Z per un gas

monoatomico 3 3
- AV4\C/7T £ide 7 =AVED): T
m m
sostituendo o‘r‘renigmo \/,
n, :%gje_” = N3 —A 4 27 £v? ”a’e N\/, K7% 7 £V% “Tde
A V(i’:)z wrye ™ 7 (KT)

passiamo ora alle velocita attraverso la trasformazione

ezémvz de=mvadv Eyzdsz\/%vmvdv:m

21/ 2

3/2
vidy
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sostituendo tale risultato nella precedente espressione otteniamo

1 3/2 mv?

V2R o e — 2 m- 2 kT
e Tde =N ve T dy

N 2 1
\/I_T(Kr)g/z \/7_1(/(7_)3/2 21/2

da cui si ottiene la espressione della frazione di atomi (punti materiali) con velocita di
modulo compreso fra v e v+dv per un sistema allequilibrio (distribuzione maxwelliana delle

an =

velocita)

N, numero di molecole

v

per intervallo di velocitd (molecole/m/s)

Prof. Nicola Semprini Cesari

an = 4N (

m _mv?
—)B/ZVZe 24T oy
21TKT

200

160

120

80

1

1

T=300K

Curve calcolate per
N = 10° molecole di azoto

T=900 K

|
|
|
|
[
|

|
|
I
1 ] (| 1 1 1

200

400

600 800 1000
v (m/s)

1200 1400 1600

* il modulo delle velocita &
distribuito
asimmetricamente per cui
valore pitl probabile e
valore medio non
coincidono

* il modulo delle velocita &
disperso in misura
crescente con la
temperatura

* la frazione di atomi in un
intervallo di valori della
velocita ¢ in equilibrio
statistico
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Teorema di equipartizione della energia

Vogliamo ora estendere il calcolo della funzione di partizione per un atomo puntiforme al caso di atomi dalla
struttura pit complessa.

L'espressione della funzione di partizione & sempre quella generale vista in precedenza con il medesimo

significato dei simboli
7 = Zg e kr

cio che cambia e evidentemente la loro espresswne concreta. Cominciamo con l'energia. Se il microsistema &
schematizzabile con un punto materiale allora I'unica forma di energia che puo avere e quella cinetica
traslazionale mj

Se invece il sistema & pitl complesso, ad esempio & schematizzabile come un corpo rigido rotante attorno ad un
asse, allora potra possedere una energia traslazionale ed anche rotazionale

M I
e =—Lvi+Lw
J 2 J 2
se inoltre pud compiere anche oscilllazioni, allenergia traslazionale e rotazionale va aggiunta quella
vibrazionale
M. I K

£ =— L2+ L (R 4L x?
J 2 J 2 J 2 J

si comprende allora che in molti dei casi di interesse /energia de/ microsistema avra una forma generale data
da una somma di termini guadratici del tipo L U
-y
= 2
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in conseguenza di questa forma della energia il numero di stati di energia fissata dg sard dato dalla

espressione seguente

dg = Adx 0’)/ dzxdf df df X dEZXdEZydEZZ X% dELxdELydELz |eﬂer_q1'a fissa

=Adxdydz N, d&§ d& d&,
=Adxdydz N*_ 4’ d§ =
=AdV N 4§’ d¢é

e dunque dalla seguente espressione integrata sul solo volume g

g=AV N’ 4’ dé

|e/7erg/'a fissa

Sostituendo energia e numero di stati nella funzione di partizione otteniamo
L /ulgtli

M _4 M
Z = Z;_qje T =AY nle(zl A7 e F7 d &)=
J= J=

conviene ora passare alla variabile =1, 2/2k T attraverso le sostituzioni
/ 12/

pE o _ 2KT , _ |2kT 2kT 1 kT
A R R O e VA A
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che forniscono |'espressione
o
J

M L
Z:Zgje KT —
J=1

M
=AYV N-_( 24 ZkT ’zfl_ria’f) AV N 22 (2/(_7-)2\/7 "o‘df):

H, 2 7"
3 3
=AV -2 (Zkr) j\f Tidt= AV N4 2 (—Zkr)zr(1+_) AV T4 2 (2/‘7_)2
/ H;
3 3 3
da cui Z=avns (e - a4y ne (D (k7Y
H, H,
Calcoliamo ora I'energia interna, si ha
3 3
U= NkTZ%%—NkTZ 1 : aTAI/ - (27 (k7Y =
AV L, ( ) (kT) H
— 2 1 _ 2 1 1
=N kT ﬁ(kT)Z =N kT EL(/\’T)2 (kT)F
(/(7')2 (/<7')2
da cui otteniamo
U=NLZKT
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Abbiamo allora ottenuto il risultato che un sistema formato da N microsistemi la cui energia & data dalla

somma di L fermini quadratici vale 3
U= NLEkT

D'altra parte si definisce numero di gradi di liberta del macrosistema il numero di variabili necessario per
descriverlo per cui risulta che un macrosistema, formato da N microsistemi, ciascuno con L termini
quadratici nella energia, e ciascuno dei quali espresso nello spazio ovviamente tridimensionale, ha un numero
di gradi di libertd pari a

N, =3NL

questo significa che il risultato ottenuto puo essere espresso dicendo che ogni grado di liberta del
macrosistema contribuisce alla energia interna con un contributo pari a

perveniamo allora al teorema di equipartizione della energia

in un sistema all'equilibrio ogni grado di liberta contribuisce alla energia interna con una frazione di energia
paria 1/2kT
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Calori specifici

gas perfetto monoatomico ) L =3

-1 -1
U=NL%kT:Nng:ngpr . 12,47 T K mol

_ 1,0U _
2,99 cal K *mol™*

3
noTY 72

gas perfetto biatomico O—O L=3+1+3=7
_1,0U, 7, _2909JK " mol™

U=NLEkT=NT24T =nlrT ¢ =12Y) =Tpr-= mel
2 2 2 norv 2 6,97 cal K *mol™

NOTA: 1cal = 4.1855 J 1¢al =1Kcal =10° cal
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Meccanica statistica quantistica

Fino ad ora abbiamo abbiamo assunto che il sistema fosse composto da microsistemi descritti
dalle leggi della meccanica classica. Questa assunzione & sempre giustificata? Richiamiamo il
principio di indeterminazione di Heisenberg

data una qualungue particella materiale non é possibile definire con arbitraria precisione sia la
posizione che la quantita di moto. Fissata una arbitraria direzione dello spazio /'incertezza sulla
posizione e sulla quantita di moto devono soddisfare le relazioni seguenti (relazioni
d'indeterminazione)

AxDp, ~ h h =6.626x10"" J ¥

E' chiaro che non tutti i casi richiedono la descrizione quantistica
* particelle macroscopiche

p. =mv, ~1Kgxim/1s x ~1m xp ~1J ¥

effetti quantistici trascurabili: vale la meccanica classica

- particelle in un atomo

2 2 2 2 62/" -31 -19\2 —-10
L e, v L e _p JE :\/9x10 x (1.6 %10 _)lleo L AX10%T s
4rE, r r A, rc mr 47E, 4/7%8.85%10

effetti quantistici importanti: necessaria la meccanica quantistica
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Cosa possiamo dire dei gas di particelle trattati fino ad ora ? Era lecito descrivere le particelle nellambito
della meccanica classica? Ragioniamo come segue.

La quantita di moto delle particelle & sostanzialmente controllata dalla temperatura attraverso le relazioni
2

3 1
<e>=kT=—mv?=L_ p=+3mkT
2 2 2m
mentre le distanze tra le particelle sono controllate dal numero di particelle per unita di volume
V 1 _N 1
N =— —— =— =y X =—
XS XS V |/1/3

da cui

_ [3mkT
X = /3

le particelle del gas tendono al regime quantistico mano a mano che la temperatura si abbassa e la densitd si

alza.
Consideriamo per cominciare un gas a pressioni e temperature ordinarie (assumiamo m pari alla massa del

protone)

N
T ~ 300K ~ A
VTV

mol

_ 6.02x10%
22.4x10°

3mkT _ \/3><1.67><10‘27 x1.38x10% X300 _ o 1w 2

25 -3 _
~2.7%x10%m PX = \/ Y3 (2.7 ><1025)2/3

essendo questo numero circa un fattore 100 piu alto del valore della costante di Plank possiamo concludere
che la trattazione classica € giustificata.
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Fissando il prodotto px al valore della costante di Plank e la densita al valore corrispondente ad una pressione
ordinaria (1 atm) possiamo trovare a quale femperatura emergono gli effetti quantistici

2.,2/3 —34\2 25\2/3
. [3mkT oMV o )(?.7x1o ) __10%
pe 3mk 3x167x10% x1.38x107%

dunque per gas a densita ordinarie gli effetti quantistici emergono in prossimita dello zero assoluto.

Ora rovesciamo il ragionamento e calcoliamo a quali densita insorgono effetti quantistici a temperature
ordinarie qualora si tratti di elettroni

_31 —23
. ’3”72//‘,37- . (3,,;/2(7')3/2 _ (3x 9x10 (1;_?45;: 10 x 300)3/2 = 1.2x107 m
v

ricordando che la densita di elettroni di conduzione (liberi) in un conduttore & dell'ordine di 102m~ si
comprende che in questo caso & necessaria la descrizione quantomeccanica. Se s/ desidera descrivere i
conduttori attraverso la meccanica statistica € allora necessario includere al suo interno gli effetti
quantistici.

NOTA : Si noti che la tfrattazione meccanico statistica di un gas di elettroni potrebbe apparire ingiustificata
poiché gli elettroni interagiscono via forze elettromagnetiche e non solamente attraverso gli urti come accade
invece per un gas di atomi elettricamente neutri. Va notato pero che all'interno dei conduttori la carica
negativa dell'elettrone & mediamente compensata da quella positiva del reticolo cristallino in cui si muove per
cui I'elettrone si muove all'interno del conduttore come se fosse elettricamente neutro. Concludiamo allora che
gli elettroni di conduzione all'interno del reticolo si muovo come un gas di elettroni privi di carica elettrica cui
possono essere applicati i metodi della meccanica statistica.
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Inclusione degli effetti quantistici nella meccanica statistica

La meccanica statistica & stata costruita secondo uno schema centrato sui seguenti elementi
- gli stati del microsistema sono suddivisi in famiglie di gj stati di energia €j

« all'interno di tale suddivisione vengono collocati gli N microsistemi identici ma distinguibili e viene
eseguito il conteggio dei microstati associati ad ogni macrostato

in quale modo la meccanica quantica modifica questa impostazione?
Cominciamo con l'assunto che i microsistemi siano identici ma distinguibili.
Se il microsistema soddisfa le leggi della meccanica classica tale assunzione e corretta infatti

* un corpuscolo macroscopico € pensato come distinguibile in quanto puo essere marcato

* un corpuscolo microscopico & pensato come distinguibile perché & possibile prevedere con precisione
arbitraria le posizioni assunte al passare del fempo (ovvero perché é possibile prevedere il moto)

Immaginiamo di osservare al tempo 1 due corpuscoli identici nelle )

posizioni P1 e P2 e di nominarli A e B rispettivamente. Immaginiamo P1 P
poi di osservare nuovamente al tempo t' i due corpuscoli identici T'//.’\\Q\Z
nelle posizioni P1' e P2'. Sapremo dire chi & A e chi & B solo se siamo A ) B

in grado di descrivere il moto dei due corpuscoli identici tra t e t' ;
con sufficiente precisione. )

dato che se valgono le leggi newtoniane del moto queste Py ,"p
possibilitd sussistono sempre possiamo concludere che T/?_\‘\Z
nellambito della meccanica classica le particelle identiche
mantengono /a loro identita e sono sempre distinguibili
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Se invece il microsistema soddisfa le leggi della meccanica quantica si ha

- vale il principio di indeterminazione : se ad un certo istante & definita N \ ,
la posizione della particella allora la sua quantita di moto risulta ﬁ\
indefinita e con essa la sua posizione in un istante successivo (& come se A
una particella potesse evolvere lungo una famiglia di moti differenti /\\
piuttosto che lungo un moto definito. Eseguendo le misure i diversi moti //—\\

si manifestano come differenti esiti ciascuno con una certa probabilitd). Lo

\ I

Da questo consegue che se immaginiamo di osservare al tfempo t due N

corpuscoli identici nelle posizioni P1 e P2 e di nominarli A e B PA
rispettivamente ed osserviamo nuovamente al fempo 1' i due corpuscoli p N
identici nelle posizioni P1' e P2', non sapremo dire chi ¢ A e chi ¢ B P1 "PZ ______
perché i moti che arrivano in P1' e P2’ possono avere origine sia da P1 che T'/"_\f\
da P2. Concludiamo allora che NS
nellambito della meccanica quantica /e particelle identiche perdono
la loro identita e diventano indistinguibili P 1 P
Richiamiamo ora il fatto essenziale che in meccanica quantica lo T/‘A—\‘\
stato di sistema & descritto da un funzione complessa detta /B
funzione d'onda di cui e osservabile il solo modulo quadrato
| W

per cui la grandezza osservabile associata ad un sistema di due
particelle negli stati generici sl ed s2 vale

| Ws152(QQ) I
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D'altra parte siccome /e particelle identiche sono anche indistinguibili un loro scambio non puo
alterare le quantita osservabili per cui

| LIJ.Sl,.SZ(Ql’QZ) |2:| LIJ.Sl,SZ(QZ’Ql) |2
da cui otteniamo

l'I',51,52(C?1'C?2) = iLPSl,SZ(QZ' Ql)

dunque /a indistinguibilita delle particelle identiche comporta che queste debbano essere
descritte da funzioni d'onda simmetriche o antisimmetriche rispetto allo scambio delle
particelle.

Immaginiamo ora che una coppia di particelle identiche ed indistinguibili sia descritta da una
funzione d'onda antisimmetrica rispetto allo scambio

qJSl,SZ(Ql'QZ) = _W51,52(Q Q)
immaginiamo ora che le due particelle si trovino anche nel medesimo stato S
Lps,s(Ql'Qz) = _LIJ.S,S(QZ'Ql)
dato che le particelle sono indistinguibili e si trovano nello stesso stato dovra essere anche

Ves(@QQ)=Y, (Q.)

da cui consegue che la funzione d'onda, essendo uguale a se stessa ed alla sua opposta non puo
che essere nulla. Giungiamo allora al principio di esclusione di Pauli

due particelle identiche ed indistinguibili descritte da una funzione d'onda antisimmetrica
non possono occupare il medesimo stato.

Nessuna restrizione sulla occupazione degli stati opera nel caso di particelle identiche ed

indistinguibili descritte da funzioni donda simmetriche.
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Richiamando il fatto fondamentale che in meccanica quantica le particelle possiedono una
sorta di momento angolare intrinseco detto spin che puo assumere i valori

Olthh
2 2

e richiamando il teorema spin-statistica, enunciato da Pauli e Fierz nel 1939, il quale afferma

che

sistemi di particelle identiche di spin intero sono descritti da funzioni d'onda simmetriche
mentre sistemi di particelle identiche a spin semintero sono descritti da funzioni d'onda
antisimmetriche

giungiamo alla conclusione che le particelle a spin semintero sono descritte funzioni d'onda
antisimmetriche e soddisfano il principio di esclusione mentre le particelle a spin intero sono
descritte da funzioni d'onda simmetriche e non sono soggette ad alcuna restrizione.

Riassumendo possiamo affermare che in meccanica quantistica
- le particelle identiche sono indistinguibili

- le particelle identiche con spin semintero (fermioni) non possono occupare lo stesso
stato (principio di esclusione di Pauli)

- le particelle identiche con spin intero (bosoni) non sono soggette a restrizioni

tenendo presente questi fatti e ricordando che posizione ed impulso sono soggetti alle
limitazioni infrodotte dal principio di indeterminazione possiamo costruire la meccanica
statistica delle particelle quantistiche che dovra essere usata in tutti quei casi in cui i
microsistemi cessano di sequire le leggi hewtoniane del moto.
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Il conteggio dei microstati in meccanica statistica quantistica

Il calcolo dei microstati che cadono all'interno di un certo macrostato nel caso di particelle quantistiche deve
essere fatto tenendo presente che

- tutte le particelle identiche sono indistinguibili
« le particelle con spin semintero sono soggette alla restrizione del principio di esclusione
NOTA: particelle

* le particelle con spin intero non sono soggette ad alcuna restrizione

spin semintero (fermioni)

€m 9m| O N €m Im
& 9 0 n; € g
o o
81 91| 00 ,| vietato dal principio ng 81 91
di esclusione
Fissato un certo livello energetico calcoliamo il numero d
| |
°© |° | 2 |~ |3 |~
n't(g,-n) 21
o o I
0o 0 Q= n7=1 | gj. I
n (g, -n)

spin intero (bosoni)

dello stesso colore
poiche indistinguibili

o N
0 n;
0 o)

00 » permesso ny

0

o 00

(n,

i microstati nel caso in cui gj=3 ed nj=2

+gj -1 4l

00

n1(g,-DI 22l

00

0

Q_

Iy (n, +g,-D!
i=1
= nl(g -1

NOTA: l'indistinguibilita comporta che lo scambio di particelle non porti a nuovi microstati (manca il fermine NI)
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I numeri di occupazione dei livelli energetici per un sistema di particelle
quantistiche all'equilibrio

Il calcolo procede in modo assolutamente analogo a quello fatto a suo tempo nel caso di particelle identiche
distinguibili d5=0 entropia massima
al/=0 energiainterna costante

dN =0 numerodi microsistemi costante

.. M gj! M M M
fermioni 4'[F :a’log(nj:1m)=0 d( ;Iog(gj)!—élog(ﬂj!)—;llog(gj -n))=0

bosoni —jgz dlog(l‘l’};w) =0 |d(Llogln, + g, ~D}=2 oglr,) = 3 Jog(g, ~1!) =0

n1(g, -
¢ f“s an. =0
d(;njgj):o <=
M
M
_ an =0
A3 1)=0 2

M
d > [9,l09(g,)~ g, ~n;log(n)+n,~(g, —n)log(g, -n)+(g, —n)1=0
J=l
M M M
d(2(n,+g,~Dlogln, + g, -0 =(n, + g, =D = n,log(n) +n, =3 (g, ~Dlog(g, D +(g, ~D) =0
J=1 j= j=

M
Z_l:gj a’nJ. =0 .
J= trascurabile

M
Za’nj =0
=
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M

2 [—ah,log(n,)+dn,log(g, —n,)]1=0
J=1

M

Z[d/‘lj log(n; + g,) —dn,log(n,)] =0
J=1

M

J-Z:;‘gj an, =0
M

Za’nj =0
J1

Per determinare
il coefficiente p
considerazioni
assolutamente 9;
analoghe a quelle
gia fatte
portano al -
risultato p=1/kT |_
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M . —Nn.
Zlogwdﬂ =0
7 n ’

J (og”"0) - e, + Yitn, =0 | (Fy = jf
u - (n+g,) ”J ’ +1
Zlogn—dﬂJ =0 g,
S (o9 P2y e, + y)ain,=01(8) 1, =2 >
M n e’ -1 B
—ﬂZej an; =0 B / _
MJ_l _ - condizione positivita nj
yY.dn =0 g
JA (FO)n; =—=;
. e T +1 . \
conviene g, il parametro @e
inoltre J (BE) n,=——— £, >a gvviamente
passare ad un e T -1 definito dalla
£; > VKT pamlmefm a v=% condizione sulla
con le = € —
dimensionidi | = somma degli nj
H M
NAEnergs IN=3n,  FD: Fermi Dirac
J=1
_q BE : Bose Einstein
(FO)N = Z
/= /(T +
€ 1 il parametro a e definito
(BE) N = Z £ >a implicitamente da una relazione
A _1 di somma per cui non pud essere
M calcolato in generale.
U=)>ne . S
; S Ma quale ¢ il suo significato?
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Il parametro di degenerazione
Confronto statistiche con degenerazione fissata

Per individuare il significato fisico del parametro a conviene richiamare le espressioni dei numeri di occupazione

FDy n=—2 = 9 Beyn=—"i - 9 £ >a

J £;-a _a i J £;-a _a i J
ed immaginare che il fermine exp(-a/kT) sia molto maggiore della unitd ovvero € 7 >1 o e/’ «1

, , a & - ’
(FD) n,= ag{% ~ agJ : ~eTge’ : confronto con D fissata 5 Boltzmann
e el +1 ek et e i | Fermi-Dirac
R/ g s R i Bose-Einstein

(BE),?/_ —a ~_a ~ekge , ?_

e " ekl -1 ekTekT 1la/kT =-5 1.0 5:.1a/kT =-01
si vede allora che nel caso in cui *™ 7D =0.0067 10 =0.90
exp(a/kT)«I le formule di FD e BE > rispetto a BZ, nei
conducono entrambe alla distribuzione 1003 - 44 livelli di energia pit
classica di Boltzmann N, 1 bassi, BE addensa

- A——i 0,002 =2 | 37 e FD rarefa le
(I.QZ) " =eg,e ‘kr 2} particelle
il paramefro a e dungue legato al . |
grado di deviazione delle formule - Al
quantistiche dei numeri di occupazione
da guella classica. e o e e e — 0 '

0 5 0 5
Si definisce parametro di e/ kT
degenerazione 21 NOTA: poiché e20 e (BE) richiede &>a il confronto di tutte e
P

— kT .
D=e tre le formule puo essere fatto solo se a/KT <0
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Confronto statistiche con normalizzazione fissata

E' possibile vedere come
lo stesso numero di

particelle viene g

distribuito all'equilibrio
trai diversi livelli
energetici nel caso delle
diverse distribuzioni

9,=9de lj

f(

kT N gkT

i

I

0,10+

0,08

0,06 o

0,04+

0,02+

confronto con N/g kT fissato

34

Boltzmann
Fermi-Dirac
Bose-Einstein

D, =0.993
D., =147

N
—:5
gkT

n
N 9
f(W)

* rispetto a BZ, BE e FD tendono a distribuire le
particelle in livelli energetici piu bassi e pit alti

rispettivamente

* FD, a causa del principio di esclusione (PE) ha un
limite a n/g=1 per cui popola i livelli fino ad una
energia detta energia di Fermi (il quale s'innalza

con il numero di particelle)
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}/kT

D, =0.999
D, = 22025

N

——=10
gkT

O, =1
D., = 4.85x10°
N
——=20
gkT

condensazione
________ Bose-Einstein
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Distribuzione di Fermi-Dirac
Spin 3: calcolo della densita energetica degli stati quantistici

Vogliamo ora calcolare la espressione differenziale di g nel caso di particelle di spin 3 che tornera utile pid
volte nel seguito.

Ricordiamo che I'espressione differenziale del numero gj degli stati compresi tra € ed e+de e data dalla formula
dx dydz a’vxa’vydvz :4]71/2 adv dV
o o

dove J é il volume associato ad uno stato quantico determinato come vedremo subito dal principio di
indeterminazione il quale afferma

AxDp, ~h  DAxAv, ~% 3~ Ox Dy Az Av, Av Av, ~(%)3
3
dg =227

dg =

sostituendo otteniamo

vidv dV

Dobbiamo ora sottolineare che fissato un generico stato quantico di volume & nello spazio delle posizioni e delle
velocitd, una particella di spin 3 pud avere due diverse orientazioni dello stesso per cui / numero di stati deve

essere moltiplicato per due 8mm®
dg = viadv dV
/73

Nel caso di un elettrone libero I'energia non pud che essere cinetica per cui possiamo riesprimere la formula in
funzione della energia attraverso le sostuzioni

m , , 2& 2& de

E=—v vo=— =, /— dav=
2 m m \2me

effettuate le quali, ed eseguita l'integrazione ad energia fissata sul volume, si ottiene
— densita energetica degli stati
3
dg = M\/Edg quantistici per particelle di
A’ spin 1/2
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Distribuzione di Fermi-Dirac

Spin 3: espressione differenziale della popolazione dei livelli energetici all'equilibrio

Partiamo dalla espressione generale dei numeri di occupazione dei livelli energetici all'equilibrio nel caso
di un gas di particelle di spin semintero

n =7
J £;-a

e richiamiamo I'espressione differenziale della densita energetica degli stati quantistici per spin 1/2

3
87m” 2 oty i

hS

dg =

passando la continuo ricaviamo facilmente l'espressione differenziale del numero di particelle in un
determinato intervallo di energia

d 1
an=—292 8" 1 oqyay
ek +1 ek +1
eseguita l'integrazione sul volume V e passati alla variabile energia attraverso le sostituzioni
m 2& 2¢ de
£=—v? Vi == v:,/— dv =
si ottiene 2 m m 2me
savN2m® e
an = de
e e-a

dove il parametro a & determinato dal numero totale di particelle del sistema attraverso la relazione
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ax

stwﬁi JE o e 8nV\/_(k7_)3,2jL

a
e T +1 ° e AT 41
Tale relazione non puo essere invertita rispetto ad a per cui |'espressione della popolazione dei livelli deve

sempre essere completata da questa condizione implicita. Perveniamo allora alle seguente espressione
differenziale della popolazione dei livelli energetici per un gas di particelle di spin # all'equilibrio

3
an = h“f’" Ve e 8”'/ rNam” e j —& dx
el +1 ° & T +1

Queste formule sostituiscono la distribuzione di Maxwell-Boltzmann quando la descrizione newtoniana dei
moto delle particelle non & pil giustificata e si ha che fare con particelle di spin 3 governate dalla
meccanica quantistica. Come sottolineato in precedenza il grado di deviazione tra le due distribuzioni &
regolato dal parametro a oppure dalla degenerazione D=exp(a/kT). Un confronto & visibile nella
trasparenza seguente.
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on =8N e et o TR iy g =YL i e = 2N (G kT e T d (e 1 KT
= e-&p P kT £ D \/_ (KT)3/2 \/_
e kT +1 T 4
e o NETKD) o e an____2N [ kT)e
O Y I d(e/kT) n
—_ -6 .3
PR V=10"m
@/ KT) | f\\
1 .“
2 \\
\ D=o1
an ]
d(e/ kT) |
D =10000
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Distribuzione di Fermi-Dirac

Spin=1/2 : calcolo approssimato della degenerazione

Integ §
Il grado di deviazione delle distribuzioni quantistiche da quella classica di
Boltzmann & quantificato dal parametro a oppure dalla degenerazione | _-»
D=exp(a/kT) definita implicitamente attraverso la relazione 1S

stnl/\/ﬂ? Jede 877!/\/_

- (ke X o

ea o
¢ el +1 e T +1

L'integrale marcato in blu non puo essere calcolato analiticamente per cui
non possiamo ottenere una formula esplicita esatta per la degenerazione. ] i

Possiamo accontentarci allora di una formula approssimata valida nel caso 1 \
di valori piccoli della degenerazione. In questo caso infatti, corrispondente

al limite della distribuzione di Boltzmann, lintegrale puo essere risolto - \

facilmente al kT ‘\
N Z 9, 877!/\/_]3\/_0’5 872V\/_(k7_)3/2J- Jx dx 877!/\/_]3\/_0’5 8an/_

e k;— 0 ek’ 0 e kT /7 0
Da questa formula otteniamo una espressione della degenerazione fortemente approssimata ma sufficiente
per segnalare una deviazione dal comportamento classico della distribuzione guantistica di Fermi Dirac per
particelle di spin 1/2 a P N/V NOTA : per avere degenerazioni
D=e/ = apprezzabili sono necessari valori

aN2mi? (KT)¥?| clevati della densita di particelle N/V o

valori bassi della temperatura

k7-3/2 a//(T
(kY

ekxT

Prof. Nicola Semprini Cesari 116



Degenerazione del gas di elettroni in un conduttore

Gli elettroni di conduzione (circa uno per atomo) all'interno di un metallo, a causa dello schermo operato
dagli atomi che hanno mediamente una carica +e, perdono la loro carica elettrica per cui le reciproche
interazioni sono regolate dagli urti piuttosto che dalla interazione coulombiana. Per questo possiamo
pensare gli elettroni allinterno di un conduttore come un gas di elettroni debolmente interagenti cui puo

essere applicata la meccanica statistica fino ad ora sviluppata.

E' interessante calcolare per un tale sistema la degenerazione D con la formula appena trovata. Si ha

h =6.63x10%
e p N/Y  m=91x107"
= kT - _ N
o aomP? (kTY? Kk =138x107 D =400 + 4000
T = 300K

N/V =10® -10®°m™

il gas di elettroni interni ad un conduttore a temperatura ambiente é fortemente degenere. Il valore
calcolato & fortemente approssimato tuttavia ci informa che l'uso della distribuzione di Boltzmann non é
giustificato.
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Distribuzione di Fermi-Dirac
Spin=1/2 : calcolo della energia di Fermi

Le caratteristiche peculiari della distribuzione di Fermi Dirac 15
emergono per valori elevati della degenerazione. P
Richiamiamo |'espressione della popolazione dei livelli energetici PR
all'equilibrio /| De=kT
— 9; n; _ 1 _1 _ L0 |
”J’_‘EJ-T ——T—E se EJ»—a ] ,m

) J
ekT +1 g./ e/(T +1 . 1

ed osserviamo che a causa dellesponenziale a denominatore la 1
popolazione dei livelli varia da 1 a zero in un intervallo di energia -~ %~~~--- 1
dell'ordine di qualche unita di kT centrato alla energia =a. 1 :

Nel caso di particelle con spin semintero dunque // parametro di
degenerazione tende ad assumere il significato fisico di valore

f: 10 1I
di Fermi (essendo [I'ampiezza dell'intervallo energetico T T
a a

di massima energia delle particelle e prende il nome di energia 4 ' : o
dell'ordine di kT tale affermazione & tanto pit vera quanto pil e/ kT f
bassa é la temperatura del sistema) a=E¢&

a=~&;

E' utile osservare sin d'ora che variando la temperatura ovvero spostando il fronte a destra (se diminuisce) o a
sinistra (se aumenta) viene modificata la popolazione dei soli livelli energetici a ridosso della energia di Fermi (il
livello di Fermi). Questo significa che nel caso venga ceduto o prelevato calore dal sistema solo le particelle
prossime al livello di fermi verranno coinvolte per cui il sistema di particelle di spin 3 con forte degenerazione
possiede una limitata capacitd di immagazzinare calore e dunque dobbiamo attenderci valori pit piccoli del
calore specifico.
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Come abbiamo sottolineato in precedenza non & possibile ottenere una espressione generale di a e dunque
nemmeno della energia di Fermi €F. Una espressione approssimata pud essere ottenuta invece ne/ /imite delle

basse temperature ovvero nel limite in cui T -> 0. Si ha infatti
T-0 -jMaX

g, T-0|g se &£ <a M
n=—~_ = J J N:Z”' = Zg (¢. =a)
Joooga 0 se &£ >a y=i =T e
L'ultima espressione e particolarmente vantaggiosa in quanto dipende solo dalla densita energetica degli stati
3 che vale

quantistici per particelle di spin 3
siv/~Nam® -

dg =

Sostituendo otteniamo allora
T-0 Jtax 871//2m® 8 ,/2 3
MJ‘ Jede :%%(EF)SQ

N= > g; =
j=1
da cui si ottiene facilmente /'espressione della energia di Fermi nel limite delle basse temperature
— _( 3N )2/3
F " om8nv

Nota: dato che la massima energia posseduta dagli elettroni del gas & l'energia di fermi possiamo
stimare un limite alla massima pressione sviluppa‘ra da tale gas nel modo seguente

N 2 N2 _N2 A 3N s _ i .
=——<g>=—=¢ = ; 3 N/V =10m> elett,

V3 ETV T3 e (n) 12 ( > m elerirom

se fosse esercitata una pressione superiore a questa il gas collasserebbe (limite di Chandrasekhar)

P =8.4x10° atm
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Termodinamica di un gas di particelle di spin 7 all'equilibrio

Le termodinamica di un gas di particelle di spin % all'equilibrio si pud costruire semplicemente

sostituendo nelle espressioni generali della entropia e della energia interna le popolazioni dei livelli
energetici all'equilibrio

g.
g;! n =—-
S=k |og(|'|j.4:l—| / ) i~ g
— S ) £ -a
J:l Jle? +l

Cominciamo con I'entropia, si ha

M
5=k [g,l09(g,)~g; —n;log(n;) +n; =(g; —n;log(g; —n;) + g; —m;1=
J=1

M
=k 19;l09(g;) = n;log(n;) = (g, = n,)log(g; —n;)] =
J=1

gj gJ, 82;’0 egj(;a
—kZ [g;l09(g;) ~—=—log(—=—) - g, log(g, —=—)1=
ekT +1 ekT +1 ekT +1 ekT +1

£

J—a

-a

d 1
=k 1g;l09(g))~ g;———log(g;) + 9, ——— 5,_ log(e G *1)-g;—=—log(g,)
= Vi

EJ—G £j—0
kT & e kT &4
-9, log(e )+g, EJ ——log(e /7 +1)] =
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£

J—G £j—0

M &g e kT &a
= k3 [g,——=—Tlog(e ¥ ay-g e & —log(e 7 )+ g,—E o log(e T +1)]=
= e kT +1 e kT +1 e kT +1
= /(z (9, Iog(e v +D-g—— EJ_G Iog(e v )] kz L9 log(e s +D)-g; Iog(e v )+gj %Iog(e#)] =
e kT +1 e kT +1
. g -
-ka log(% +1)+ i SE kZ[g log(1+e ”)+ﬂ O
' i AT ! R
e e +1

ricordando le espressioni della energia interna U e del numero totale di particelle otteniamo infine
l'espressione della entropia di un gas di particelle di spin 3 all'equilibrio

J =2 U Na
S=k) glogll+te “7 )+=-
J-:l'% ogll+e “T) F T

E' immediato ottenere la corrispondente espressione della energia interna di un gas di particelle di spin #

all’equilibrio "
U = Z g J J
ek 11

Come osservato in precedenza a queste espressioni si deve aggiungere la condizione sul numero di particelle

M )
N:ZSE—J

L
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E' assai utile riscrivere le precedenti espressioni utilizzando I'espressione della densitda energetica di stati
quantistici. Per quanto riguarda I'entropia si ha
4 =2 U N, 8an/ U

S=k log(l+e *T )+=-— Jelog(l+e W yde+ Y
;gj 9( )+ -—a e f glL+e #7) —-—a

da cui otteniamo I'espressione

5=k L2 (kr)3/2j Jx log(L+e " # ) +% e
Per I'energia si ha
M €, 8 Jamd o
v=> f{aJ Wh I —de¢
d facilment Tt 41 O +1
a cui si ottiene facilmente
8 3/2
v =02 SN2 Ty |2 —ax
0 e kT +1
Infine per la condizione di normalizzazione si ha
8 \/ $ e
Z VN2 I de
J 1e ,1(7' +1 0 ekT +1
da cui
1/2
N = 8”'/ SN2 Ty
0 e /(T +1
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le espressioni precedenti possono essere ulteriormente semplificate osservando che [integrale che
compare nella enfropia e quello che compare nella energia interna sono riducibili I'uno all'altro. Infatti
integrando per parti si ha

o]

j—a’x )(J—cy’xl0 j —x? Prlm( )dx =

X—
0 g AT 41 ek7'+1 ekT+1

3 e 0 1 el 0 1 el
= —x?log(L+e )| +§j xlog(L+e ¥ Ydx= gj xlog(L+e " * Yax
0 0

da cui 3
—x+ 2
I X2l09(1+e ”)dx = —I —dx
0 e /(T +1

Dalla espressione della energia interna otteniamo

oo X3/2 U
——adx = - -
- - , h®
che sostituita nell'ultima formula fornisce
- xr 2 v
x?logl+e *T)dx ==
! ? 3 8avom® 2
T ¢
Questa espressione integrale puo infine essere sostituita nella entropia
877!/\/ U N 8r/N 2m’ v U Na
S = KTY?[ X log(+e ™ # ) dx + a=k———(kT)¥?
( )j\/_og(e Ydx +=-—a pEt )3877[/\/—(/(7-)27. Ea
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Otteniamo allora la seguente espressione della entropia per un gas di particelle di spin 3 all'equilibrio

cui vanno aggiunte le espressioni

SHN_(kr)j <SSRV BV S”N_(kr)j LSRN

05" k7'+1 0" k7'+1

U=

che assieme definiscono la termodinamica di un gas di particelle di spin 3 al'equilibrio.

ES : andamento del rapporto _Y
U/(N kT) con la degenerazione NAT *] a
D del gas di particelle di spin 3
Nel caso di particelle puntiformi
classiche tale rapporto vale
sempre 3/2

. . ; : ‘
1 2 3 4 5 & 7 8 @ m 0 2000 4000 4000 2000 10,000
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Termodinamica di un gas degenere a bassa temperatura
e all'equilibrio di particelle di spin 3z

La situazione pili estrema per un gas di particelle di spin 3 & quella in cui oltre ad essere degenere & anche a
bassissima temperatura (T->0). Oltre all'interesse sul piano fisico questo caso presenta il vantaggio di
essere facilmente calcolabile.

Richiamiamo a questo proposito due delle tre espressioni fondamentali, 'espressione della energia interna e
la condizione sul numero di particelle

U_S”N—(kr)j T o N= 8”W—(kr)j X o

che conviene riscrivere in funzione della energia

8/ 2m’® 8771/\/ 9
U= f — N = j de
/7 0 e/(T +1 OekT +1
osserviamo che nel limite per T->0 si ha
e% _ 0 ¢<a
+00 E>aq

per cui gli integrali precedenti devono essere eseguiti fino ad una energia a=E¢ e le funzioni integrande
possono essere approssimate eliminando I'esponenziale a denominatore

/ 3 &f / 3 Ef
U:SHVszJ‘gS/ng N = WTMIEUZO’E
0

0
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eseguita la facile integrazione e richiamata anche I'espressione della entropia otteniamo /e relazioni
termodinamiche fondamentali per il gas degenere e a bassa temperatura di particelle di spin #

s -5V _NE& U = 8r/~2m’ ey N = SN2 2 gy
37T T Y - o 3"

da cui deriviamo facilmente le relazioni equivalenti

_ R 3N 3 R BNy

€ = om o UEENE YomemyT

che permettono di concludere ad esempio che /entropia del gas € nulla

50U NE, 513 NE,
5=22-Ner_22°nyp o g
3T T 375 " T
Richiamando inoltre la definizione termodinamica generale della pressione
_ 35 oU, _ ,aU
e calcolando la derivata p= (TW W)T:K B (a [/)7-:'(

573 e O
v ~52m (87) 3

5V 2m 8n/ 5y "
otteniamo anche il valore della pressione
2N ", 3 E N2
P = = (—— Y3(L™)3
5v 5 “5men) )

auzlhz(3/\/)5/3[_2,/—2]:_2/\//72 3NZE_ 2N

da cui anche

2
PV =U
3
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- elettroni nei metalli, /enorme pressione del gas degenere di elettroni é bilanciata dal reticolo
cristallino : sistema stabilel

2N h? : _1A29 ,..-3 . - 10
p=="1 _—(—)3( )3 N/V =10 m™ elettroni P =84x%x10"atm

5V

* lo stesso meccanismo opera nelle stelle che hanno esaurito il ciclo di fusione, la pressione del gas
degenere di elettroni € bilanciata dalla pressione gravitazionale della massa stellare: sistema stabile
(nana bianca)! Tale bilanciamento avviene entro 1.4 masse solari (limite di Chadrasekhar). Oltre tale
limite si ha un collasso gravitazionale con produzione di energia in grado di trasformare elettroni in
neutroni che hanno spin 3. IL gas degenere di neutroni sviluppa una pressione pil elevata ed & bilanciato
dalla pressione gravitazionale della massa stellare: sistema stabile (stella di neutroni)l Tale
bilanciamento avviene entro 3 masse solari. Oltre tale limite si ha un collasso gravitazionale e la
formazione di un buco nero.

Valgono i seguenti commenti

- le proprieta di un sistema estremo quale il gas a bassa temperatura e degenere di particelle di spin
non potrebbero certamente essere studiate in laboratorio. La meccanica statistica offre un apparato
attraverso il quale calcolare le proprieta macroscopiche di interesse del sistema a partire dalle
proprieta microscopiche delle particelle che lo compongono. Si espande enormemente il raggio di azione
della fisica!

Prof. Nicola Semprini Cesari 127



