Calcolo di campi elettrici

1 Cariche puntiformi

Per le cariche puntirformi, il campo elettrico generato da N catiche é dato dalla somma dei campi
generati dalle singole cariche:
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Tutto il problema sta nel fare corréttamente lajsomma, e per fare cio’ e’ necessario individuare, nel
caso in esame, il vettore 7 — 7; periciascuna Carica (oltre ovviamente al valore ¢; di ogni singola carica).
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Nota: Mente il vettore r e tutti i vettori r; dipendono da dove si e’ posta
I'origine del sistema di riferimento, lo stesso non vale per i vettori r-r;

Fatto questo, la cosa"principale a cui prestare attenzione e che si tratta di una somma vettoriale, e
quindi va-fatta compoenente per componente o con la regola del paralelogrammo. Quello che si ottiene,
in generale, non & un numero ma un’ espressione in funzione del vettore 7 che identifica il punto
in cui si vueleycalcolare il campo elettrico. L’esercizio pué chiedere di calcolare il valore del campo
in funzioneydi#® (e in questo caso, una volta fatta la somma 1’esercizio & risolto) oppure di trovare
particolarivalori di 7 o delle cariche g;, come riportato negli esempi tratti dagli esercizi di esame.



Solitamente, conviene fare attenzione a come sono disposte le cariche: nel fare la somma estesa a
tutte le cariche, puo essere conveniente sommare i vari campi in un determinato ordine, in modo che,
sfruttando le simmetrie del sistema, alcune cmponenti si annulino.

Il caso tipico ¢ quando si puo far uso della simmetria di dipolo: ogni qual volta ci sono due cariche
uguali e opposte ad una certa distanza d, queste si comportano come‘un dipolo, ed il campo da loro
generato ¢ pari a quello di dipolo.

Esercizi preliminari

1. Esercizi che richiedano difeseguire somme, fra vettori e piu’ in generale operazioni algebriche fra
vettori e scalari (ANALISI, GEOMETRIA, FISICA 1)

2. Esercizi che rendano’ehiaro il@oneetto di campo (ad esempio, tramite diversi modi di visualiz-
zazione)

3. Esercizi che consentano difamiliarizzare col concetto di "somma di campi vettoriali”

Esempi tratti da esercizi di esame

Esame 147/7/2004

Quattro cariche puntiformi sono disposte sui vertici di un o
quadrato di lato L come disegnato in figura. Si chiede quale )

: .. J .
deve essere il rapporto fra q; e ¢o affinche il campo elettrico Ol P
. -

si annulli nel punto P, la cui distanza da uno dei<ertici del
quadrato e pari a L.

SOLUZIONE:

Dal punto di vista del campo generato nel punto P, le quattro cariche si possono dividere in due
gruppi distinti:

1. le due cariche g1y .che producono, entrambe un campo orizzontale nel punto P

2. le due cariches gy ciascunapdelle quali produce nel punto P un campo con componenti sia oriz-
zontali chefverticali.

Il campo eléttrico nel punto P ¢ dato dalla somma (vettoriale) del campo E, prodotto dalle due cariche
q1 e del~campo Es prodotto dalle due cariche gs. Il campo El e diretto orizzontalmente, in direzione
opposta-alla congiungente fra quadrato e P, essendo le cariche ¢; entrambe positive. D’altra parte, il
campo Ej ¢ achlesso diretto orizzontalmente (le componenti verticali si annullano per simmetria), in
direzione oppésta ad E;. Il campo complessivo si annullerd quindi se |El| = |Eg| nel punto P.

Il campo El & dato dalla somma (vettoriale) dei due campi prodotti in P dalle due cariche ¢;. Dato
che entrambi i campi sono diretti nella stessa direzione e verso, la somma vettoriale dei due campi



prodotti dalle due cariche ¢ sara un vettore diretto orizzontalmente, il cui modulo & dato dalla somma
dei moduli dei due campi suddetti:
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mentre la componente x del campo E5 si ottiene facilmente considerando che le due cariche producono
in P lo stesso campo (in modulo) la cui componente x ¢ pari a

g2 cos(0) 4, @ 1+1/V2
Areg 12 o, Aregl? (2 4+ /2)3/2

E(g) = —

dove si & usato il fatto che (v.figura) cos(6) =wL(1 + 1/v/2)/r e 7 = L(1/2 + (1 + 1/v/2)*)V/? =
L(2++/2)Y2. 1l campo E5 valéguindi (in,modulo) il doppio di F(g2) ed & uguale ed opposto al campo
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Esame 5/12/2001 (scritto-A)

Quattro cariche, due ncgative e .due pesitive, sono disposte sui

vertici di un quadratoidi’lato L = 10em come descritto in figura. +q -0
Calcolare modulo,, “direzione e, verso della forza complessiva es- T = o
ercitata su unaqcarica g posta sull’asse disegnato in figura ad una =

distanza L dallato del quadrato. Quanto vale la forza (in modulo, Y
direzione_e'verso) se viene aggiunta una ulteriore carica positiva ¢ q g

al centrondel quadrate? (¢ = 1uC)

SOLUZIONE:

Dividendo le quattro cariche in due dipoli uguali e opposti, si ha, ricordando ’espressione del campo
generato da,un dipolo su un punto generico dell’asse:



1 gL
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dmeg ((L)2)% +D2)302

dove D ¢ la distanza dal dipolo. Nel nostro caso, ci sono due dipoli, orientati in modo opposto, da cui
il punto P si trova rispettivamente a distanza D =2L e D> = L. Il primo produrra nel punto P un
campo diretto verso il basso, il secondo un campe diretto verso l'alto:

Erore(P) =30
Erory(P)e= —%(% - 7%)
:_qL< 21 S 21 232>
dreo \((L/2)? + (2L)?)%2  ((L/2)* + (2L)?)3/2)
— ‘6F62L2

Essendo la forza F = qE, ed inserendo i dati del problema si ottiene infine

Frorz(P) = 0
2

Frory(P) = 06—1

Ilfwettore forza & quindi diretto lungo la direzione y, verso ’alto, ed il4sue modulo vale 0.54 N.
Aggiungendo una carica al centro del quadrato, la forza totale sara la somma delle forze prodotte dalle
quattro cariche e dalla quinta aggiunta. Quest’ultima ¢ diretta lungo®’asse x, e quindi la componente
lungo y rimane invariata. Complessivamente,
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La nuova forza avra’ quindi moduleFr g = \/( ror.e)? + (Fror,)? = 0.67TN e sara’ diretta verso

destra, in alto, con un angelowispetto allfasse orizzontale pari a ¢ = arctan(Fror,/Fror,) =~ 53.5°

Esame 5/12/2001 (scritto'B)

Quattroseariche, di valore rispettivamente +qi, —q1, +q2 € —qo
sono dispeste sui vertici di un quadrato di lato L = 10cm come
descritto in figuray, Calcolare, infnzione di g1, g2 e D il campo elet-
trico generatosdalle quattro cariche in un punto disposto sull’asse
disegnato“in figura ad una distanza x dal lato del quadrato. De-
terminaze il Tapporto fra ¢; e go per il quale il campo si annulla -0 +z
pera =/L.




SOLUZIONE:

Procedendo come nel caso precedente, si ottiene che il campo nel punto @rl a
Erorz(z) = 0
Q1 Q2

é‘
Erory(z) = 3 —3

47‘(’60 7”1 r2
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Volendo che il campo si annlw& T = Ve essere Eror (L) = Erory(L) = 0, ovvero,

sostituendo x = L nell’espress ecede
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2 Distribuzioni di carica notevoli

Puo succedere che 'esercizio chieda di calcolare il campo generato da due. o piu oggetti di forma
particolarmente semplice (sfere, piani, fili uniformemente carichi. .. ). Indquesto caso, il campo generato
da ogni singolo oggetto si puo ricavare facilmente usando il teorema diyGauss, ed il campo complessivo
sara dato dalla somma dei campi generati dai singoli oggetti. Comenel caso di cariche puntiformi,
la cosa piu importante da ricordare e che si tratta di una sommawettoriale, e quindi non e corretto
sommare semplicemente i moduli dei campi.

Esercizi preliminari

1. Esercizi che richiedano il calcelo del campo elettrico generato da oggetti ad elevata simmetria
(piani, sfere, cilindri...)

2. Esercizi che richiedano di eseguire somme fra campi vettoriali (ad esempio, fra campi generati
da cariche puntiformi...)

Esempi tratti da esercizi di esame

Esame 11/2/2004

Due piani infiniti uniformemente carichi (o9 = —oq, g3 > 0) for-
mano un angolo « fra loro. Calcolare il valore die£"in module;
direzione e verso nei vari punti di un piano perpendicolare aivdue

piani carichi.

SOLUZIONE:

Il campo elettrico generato da un piano uniformeémente carico vale Ey = o/(2¢p) ed & diretto perpen-
dicolarmente al piano. Il campoiman punte generico del piano perpendicolare ai due piani carichi e
dato dalla somma vettoriale dei;due campiei/2ey e 02/2¢y. Si possono distinguere 4 zone del piano:
le due zone A+ e A- contigue all’agse xj3.€ le due zone B+ e B- contigue all’asse y. Nella figura, le
frecce piu spesse si riferiseono al campo generato dal piano con carica o1 (> 0), mentre le pid sottili
si riferiscono al campo'generato dal piano con carica oy (< 0).

Y Gq ()0)




Nelle zone A+, A- le componenti z dei due campi si annullano, mentre si sommano le componenti y:
= o1 o1
E ={0,2E,} = {0, j:22—cos(a/2)} = {0, +—cos(a/2)}
€0 €0

dove il segno + vale per z < 0 ed il segno - per z > 0. Nelle zone B4'e'B-, viceversa, si annullano le
componenti y del campo, mentre si sommano le componenti x:

E = {2Ey,,0} = {j:2;—€10sm(a/2), 0}& {i‘:—;sm(am), 0}

dove il segno + vale per y < 0 ed il segno - per y > 0.

Esame 15/4/2002

s
Due fili non metallici e uniformémente carichi, con densita lineare > - /x=},
uguale e opposta, sono dispesti su un piano, formando un angolo y
di 90°. Scegliendo come assi cartesiani x e y le due direzioni indi- S — S
viduate dai due fili, si*chiede ’espressione del campo elettico sulla s ES
linea z = y e lungo lasse z. o

7 !

SOLUZIONE:

Ilecampo generato da un filo uniformemente carico ¢ diretto perpendicolarmenteral filo ed ¢ pari (in

modulo) a |E | = Qﬂ’lor dove r ¢ la distanza dal filo. Nel caso inlquestione, sullasretta x = y, il filo che

giace lungo ’asse x produrra quindi un campo diretto verticalmente e'di moedulo pari a ﬁ, mentre

il filo diretto lungo I'asse y produrrd un campo diretto efizzontalmente,e pari a s—2—. Dato che il filo

2megx”
orizzontale ha carica negativa mentre il filo verticale ha carica pesitiva, i versi dei singoli campi sono

quelli disegnati in figura. Dato che per tutti i puntiydella retta, per definizione, x = y, il modulo del
campo prodotto dal filo orizzontale & sempre ugualé al module.del campo prodotto dal filo verticale.
Complessivamente, il campo avra un’ inclinazione di 45°wispetto all’asse z (per z > 0) e di 135° (per
x < 0) e varra in modulo

g A T N\
- 2meoW #2224V 2reor

Per quanto riguarda il campo lungo l'asse z, entrambi i campi sono in questo caso diretti lungo 1’asse.
La somma vettoriale si riduce quindi ad una somma scalare, ed essendo i due campi uguali in modulo
ma oppostiyfra loroy ilFeampo risultante sara nullo.



Esame 18/1/2005

Quattro fili infiniti uniformemente carichi (A = —X1, A1 > 0) i a
sono disposti come in figura. Calcolare il valore di E in modulo, g '
direzione e verso nei vari punti della retta perpendicolare al pianos.” | || V7
della figura, passante per il centro del rettangolo. P

SOLUZIONE:

Il campo elettrico generato da un filo uniformemente carico vale Ey = A\/(2¢or), dove r ¢ la distanza dal
filo, ed ¢ diretto perpendicolarmente al filo. &l .eampo in un punto generico dell’asse perpendicolare al
piano individuato dai quattre fili ¢ dato dalla somma vettoriale dei quattro campi generati dai quattro
fili. Considerando inizialimente i due fili"carichi positivamente, si ha (v.figura) che le componenti
parallele al piano determinato dai filissi annullano per simmetria, mentre le due componenti lungo
I’asse si sommano.

Piano su cui-giaceiono

z i quattro fili
Ciascuna delle due componenti ”verticali” vale
)\1 /\12
S cos® =
2 W27 2megr?
Dove 1 = /(a/2)? + 2% e si & usatol fattoschewcos? = z/r Il campo prodotto dai due fili carichi
positivamente e quindi diretto verso I’altone wale
)\12’ /\12’

FE. = =
0 meor?  meo((a/2)? + 22)

In maniera del tutto analoga si pud dimostrare che il campo generato dai due fili carichi negativamente
¢ diretto versoyil basso e vale*(in modulo)

_ [ Aoz
T meg((b/2)2 + 22)

E quindi, essende Ay = —\q, si ha infine

(1
B = e (<<a/2>2 e (IR z2>>



Esonero 2003-2004 (scritto 3)

Si consideri un filo infinito di materiale isolante, uniformemente
carico con densita di carica lineare A. Sul filo vengono poste due
cariche +q e —¢ ad una distanza d fra di loro. Ponendo l’asse +]
x perpendicolarmente al filo e passante per il punto a meta fra
le due cariche, si calcoli ’espressione del campo elettrico infun
generico punto appartenente all’asse . +Q ()

Domande successive:

a) Se in un punto zo si ha E,(z9) = —FEy(zg), quanto vale il
rapporto A/q? (si supponga noto d)
b) Esistono dei punti sull’asse aginycui E = 02 Esistono punti QO

fuori dall’asse x per cui il campo E si annulla (descrivere a parole
dove si potrebbe trovare questo punto)?

c) Esiste qualche simmetria del sistema? Si puod usare per
calcolare E?

SOLUZIONE:

Il campo generato insun generico punto si pud ottenere considerando la somma (vettoriale) deicampi
generati dal filo esdalle due cariche. In particolare, il filo generera un campo, diretto lungol’asse =z,
mentre le du€ _cariche, formando un dipolo, genereranno un campo diretto ortogonalmeéntesad esso.

A
2megT

Ey(x) = Edipolo: -

Ex(x) = Efilo:

qd
Areq (12 40(d/2)2)%?

Tale campo e sempre diretto verso il basso, ed e diretto’ verso lesapositive se x > 0 e verso le =
negative se x < 0.

Domande successive:

a) Se E(x0) = —Ey(z0), dall’espresione del campo trovata si ottiene

A qd

2me0re 4mep (w3 + (d/2)2)3/2

da cui

xo
(a2 + (d/2)2)*?

A
q

N

b) Per avere E "= Oudeve essére eontemporaneamente £, = 0 ed E, = 0. Dalle espressioni ottenute,
si vede che nonesiste acun valore di x per cui queste due relazioni sono entrambe verificate, a parte
il caso ovyio @»— +oo.(Per avere punti esterni all’asse x con E = 0 deve valere la stessa condizione.
Essendo-ilycampo, generato dal filo sempre diretto lungo la direzione x, questo significa che per avere
E=0il campo generato dal dipolo deve essere anch’esso diretto lungo la direzione x, in verso contrario
al verso del campo del filo, ovvero verso le x negative se x > 0 e verso le x positive se x < 0. Se
si traccianoflenlinee del campo elettrico generato da un dipolo, si ottiene che un campo siffatto puo
esistere 010, per y < 0, nei punti in cui le linee di flusso, chiudendosi, sono orizzontali e dirette verso
il dipole, (punti neri in figura).



c) Il sistema ha una simmetria di rotazione rispetto all’asse parallelo al filo. Il campo elettrico non
puo quindi cambiare se si ruota il file lungo il suo asse. Tuttavia, questa simmetria non e sufficiente a
facilitare il calcolo del campo elettrico, se non per il fatto che, indicato con = un asse perpendicolare
al filo, con y un secondo asse pérpendicolare al filo e all’asse x e con z ’asse paralelo al filo, una volta
calcolato il campo lungo ’asse #"si ottiene immediatamente anche il campo lungo 'asse y.

Esonero 2003-2004, (scritto 1)

Si consideriwtinjanello di raggio R, isolante, di carica complessiva +Q; ed
una carica puntiforme, di carica —(), posta al centro dell’ anello. 4Scrivere
I’espressione del campo elettrico e del potenziale sull’asse dell’anellos

Domande successive: +Q
ayEsistono punti in cui E = 07

b) La risposta alla domanda precedente pu cambiare sessiiscelgono opportu-

namente i valori di R o di Q7

c¢) Il sistema nel suo complesso ¢ in qualche modo assimilabie adyun dipolo?

SOLUZIONE:

Il campo elttrico generato in un generico,punto dell’assedell’anello si puo ottenere sommando il campo
generato dall’anello e quello generato dalla caricapuntiforme. Ponendo 'asse z paralelamente all’asse
dell’anello, il campo dell’anello vale (in module)

z
4meg (22 + R2)3/2

Eanello =

ed e diretto verso le"% positive se 2> 0 e verso le z negative se z < 0. Il campo generato da punto &
d’altra parte (inanedulo)

Q1

Epunto =
PUREO " Are 22

e, essendo @ < 0, & diretto verso le z negative se z > 0 e verso le z positive se z < 0. I due campi
sono quindi sempre diretti in modo opposto,e quindi il modulo del campo risultante vale

Q z 1
dmeg L (22 4+ R2)3/2 22

EtOt = Eanello - Epunto =



Per quanto riguarda il potenziale, anch’esso ¢ la somma dei due potenziali generati dall’anello e dal
punto, e quindi

Q z 41
dep | (22 + R)VE 7,2

Viet = Vanello - ‘/punto =

Domande successive:
a) Per avere E = (0 deve essere

z 1 _23—(R2+22)3/2_0
(22 + R2)3/2 T2 2R+ 2232

che puo avvenire solo se
3 (R2+z2)3/2 2= (R2+ 2Y)

cosa che non pu avvenire,"per nessun valore di z

b) Per quanto detto al punto precedente, qualunque sia il valore di R non esistono valori di z per cui
E = 0. D’altra parte, il valore,di (@ non compare nell’ equazione che determina per quali valori di z
si ha E = 0, quindi qualunquesia il valre di @ la risposta alla domanda precedente rimane invariata
(non esiste alcun punto lungo l'asse z in cui £ = 0)

c¢) In generale, una distribuzione di carica sferica ¢ equivalente ad una sola carica puntiforme posta al
centro della sfera. In questo caso, trattandosi non di una sfera ma di un anello, si poteva pensare che,
almeno per quantoriguarda il campo sul piano, si possa assimilare la distribuzione di carica 'dell’anello
ad una sola cariéa puntiforme +() posta nel centro del medesimo. Anche se ¢io fosse vero, tuttavia, le
due carighe +@"e —@Q si troverebbero nello stesso punto (entrambe alicentro dell’anello. . ) e quindi,
anche se il ragionamento fosse stato corretto, si sarebbe trattato di un dipolo con distanza nulla fra
le cariche, ovvero, in ogni caso di un dipolo con momento complessivowp = Qd, =0

Esonero 2003-2004 (scritto 2)

Si consideri un disco di raggio Rj, isolante, carico“eon densital di carica
superficiale costante e pari a o1, all’interno del quale viene scavato un foro
di raggio Ra, concentrico al disco, successivamente riempito di’un secondo
materiale isolante, carico con densita di cariga‘superficiale eostante e pari
a 0g. Scrivere 'espressione del campo eléttrico sull’asse del disco.

+S
Domande successive:
a) Supponendo noti R, Ry edil punto zgssull*asse del disco in cui E si
annulla, determinare il rapporto @y/0
b) Cosa succederebbe se shavesse o1 = 057
c¢) Se la carica complessiva del disco_forato @)1 ¢ uguale e opposta alla
carica complessiva delidisco interne” (Q2, quanto deve valere il rapporto

o9/01

SOLUZIONE:

Il campovelttrico, generato in un generico punto dell’asse del sistema puo essere scritto com il campo
generato dal diScofinterno (con densita di carica o2) piu il campo dovuto alla corona circolare esterna.
Quest’ultimo puo essere a sua volta ottenuto come il campo dovuto all’intero disco di raggio R; meno il
campo che'sarebbe generato dal disco di raggio Ro che ¢ stato asportato. Ponendo I’asse z coincidente
con I’asse dell’anello



Ecorona = Ediscol - Edisco2 ° %
(o] 1 z g1 1 x
2¢0 \/ R? + 22 2¢0 2422

1 1

a questo va aggiunto il campo del dlSCO di ragglo.RSﬂco con densita di carica oo:
02

Etot =
1 z
2 R2+z2 2€0 RS+ 22
09 — 01
2 \/R2+22 \/R2+z2

. ¢

2071
2¢q

_l’_

Questo campo sara s\ ente diretto lungo 1’asse del disco, mentre il suo verso (se e cioe
verso il disco o in verso opposto) sara determinato da o1, o2 € z

Domande su °
a) Per a%%() per z = zg deve essere %x
& ¢ o2 + 2 29 & \66
> o\ 2
0 equivalentemente Q
> &

e N
L

\% 1 [ o ol — 0O
%\ Eiw = _-O'1+Z(\/R%1+22+\/;%+12)
Q 2¢0 | \/RI+ 22




che & esattamente il campo gnerato da un disco pieno di raggio R; e carica superficiale o1. Del resto,
se o9 = 01, tutto il disco ha la stessa carica superficiale, ed il sistema e quindi effettivamente un disco
pieno di raggio R; e carica superficiale o;

¢) La carica complessiva del disco di raggio R vale Qo = oo R%, mentte la carica complessiva della

corona circolare vale Q1 = o1m(R? — R2%). Se Q2 = —Q1, questo vuel dire che
o9 R2 _ R2 Rl 2
O'QT['R% = —le(R% — R%) - 0_—1 = LR%’l N _ <R2>

Esonero 5/11/2002 (scritto 1)

Si consideri un clindro infinito di‘materialesisolante, di raggio R,
uniformemente carico con densita di caricaidi volume pg. In un
punto del cilindro, viene scavata una, sfera, anch’essa di raggio
R, centrata sull’ asse del cilindros “Ponendo l'origine degli assi
nel centro della sfera e I’asse 2z eoineidente con 1’asse del cilindro,
si calcoli 'espressione del .¢ampo’ elettrico in un generico punto
appartenente all’asse x, con = > R.

Domande successive;

a) Il sistema ha cemplessivamente qualche simmetria?

b) Quanto walé ilycampo per un generico punto appartenente .
all’asse y, con'y> R? i
¢) Quantogvale il campo nel punto P= {2R,0,2R}?

d) Discutere a parole se e nel caso come si potrebbe affrontare il

problema per x < R

SOLUZIONE:

Il campo generato in un generico punto si puo ottenere econsiderando”che il cilindro infinito si puo
considerare come la somma della sfera e del cilindretincui e stata, scavata la sfera. Chiamando E il
campo generato dal cilindro scavato, si ha quindi

—

Ecil,inf = Esfera + E - E = Ecil,inf - Esfera

dove E_"Cihmf e il campo generato dal.cilindro infinite, uniformemente carico e ESfETa e il campo
generato da una sfera uniformemente carica con-la stessa densita di carica del cilindro. Per questioni
di simmetria, il campo sara radiale sul piane 2z = 0 per entrambe le figure geometriche (cilindro e
sfera). Per un punto dell’asse 2 deve quindi essere diretto lungo 1'asse z. Tramite il teorema di Gauss
si ottiene che il modulo déelicampo devevalere rispettivamente (x > R)

2
Eciting(x) = %

3
Esfera(m) M

 3epx?

Y gl e (1 n)

€0
Domande~suecessive:

a) Non ci'sono simmetrie usuali: la presenza della sfera rende non applicabile la simmetria cilindrica,
mentre la presenzardel cilindro rende non esatta la simmetria sferica. Tuttavia, se ci si limita al piano
z = 0, qualunque direzione su quel piano & equivalente.

b) Per quanto detto al punto precedente, il modulo del campo lungo 1’asse y si puod ottenere sostituendo
y al posto di x nell’espressione ottenuta per |’ asse x:



2
BG) = 7 (3 4)
Il campo sara diretto in questo caso lungo ’asse y, dovendo in ogni caso_essere radiale.
c¢) I punto P non giace sul piano z = 0 e quindi non si puo usare il risultato precedente. Tuttavia, si
puo ancora considerare il campo come differenza fra il campo generato dal cilindro e quello generato
dalla sfera. Nel punto in questione, il campo generato dal cilindrosinfinito sara ancora diretto lungo
la direzione z (ovvero lungo la direzione {1,0,0}), e di modulo dateydall’espressione trovata in prece-
denza, con x = 2R. 1l ~campo generato dalla sfera sara radialerispetto alla sfera e quindi diretto lungo

la direzione P = P/|P| = {2R,0, ZR}/\/ (2R)2 + (2R)? = {1/¥/2,0,1/+/2}, e di modulo dato sempre
dal teorema di Gauss (|Esfem| dove 72 |P|2 (2R)? + (2R)?) = 8R?):

36 7“2’

Eeiting({2R,0,2R}) = 3 pOR 11,00} & LU (1,0,0%

Eijera({2R,0,2R}) = 5200 (3,0, 1/V2)= 542{1/v/2,0,1/v2}
— E({2R,0,2R})'= 28 {1<1/61/2,0,-1/6V/2}

d) Per z < R il campo sarebbe stato"dato ancora dalla differenza fra il campo generato dal cilindro e
quello generato dalla parte scavatas Tuttavia, in questo caso il campo generato dal cilindro sarebbe
stato ottenibile come di consueto dal teorema di Gauss, ma il campo generato dalla parte scavata non
sarebbe stato di facile calcolo: se si immagina di intersecare il cilindro uniformemente carico con una
superficie gaussiana cilindrica ad esso coassiale, attraverso la quale calcolare il flusso e quindi il campo
per un punto x < R, la parte scavata corrispondente non avrebbe una forma geometrica facilimente
descrivibile, e quindiiil campo prodotto dalla parte scavata non sarebbe stato facile"da calcelare:

Esonero"5/11/2002 (scritto 2)

Si gonsideri un piano infinito di materiale isolante, uniformemente
earico con densita di carica superficiale og. In un punto~del
piano, viene scavatato un disco di raggio R, nel quale'yiene
alloggiata una sfera, anch’essa di raggio R, uniformemente earica /
con densitd di carica di volume pg. Ponendo 1’ otigine degli / y
assi nel centro della sfera e 'asse x perpendicolare al piano, si
calcoli l'espressione del campo elettrico in um, generico punto
appartenente all’asse z, con = > R.

Domande successive: 5
a) Il sistema ha complessivamente qualche simmetria? ¥
b) Quanto vale il campo per um generico punto appartenente

all’asse x, con ¢ < —R?

¢) Quanto vale il campo, peér' x > R?_Discutere brevemente il

risultato.

d) Discutere a parole/se,e come'si pateva trattare il caso di un

punto non appartenente all’asseix.

SOLUZIONE:

Il campo generato in un generico punto si puo ottenere considerando che il sistema che genera il campo
e’ costituito da un piano in cui € stato praticato un foro di diametro R piu una sfera. Per quanto
riguarda il primo'peézzo (piano forato) si procede come segue: Il piano infinito si puo considerare come
la somma del,disco di raggio R e del piano in cui ¢ stata praticato il foro circolare. Chiamando E’_;D il
campo generato dal piano cui e stato tolto il disco, si ha quindi

Epiano = Edz'sco + Ep - Ep = Epiano - Edisco



dove Epigno ¢ il campo generato dal piano infinito, uniformemente carico e Egjzeo ¢ il campo generato
da un disco uniformemente carico con la stessa densita di carica del piano.gA questo va aggiunto il
campo generato Esrer, dalla sfera di raggio R posizionata in corrispondenza del disco eliminato, e
quindi il campo complessivo E sara dato da:

—

E = Epiano - Edisco + Esfera

Tutti e tre i campi in questione sono orientati, per un generi¢opunto dell’asse x, lungo la direzione = e
quindi il campo complessivo si ottiene sommando algebricamente i tre campi. I moduli dei tre campi
si possono calcolare utilizzando il teorema di Gauss (per il-piano e lasfera) e tramite integrazione (per
quanto riguarda il disco). Per z > R

Epiano(x) = 00/260

Edisco() = 00/2¢€0 (1 N\ \/ﬁﬁ)

po R

— E(x) = UO/QGOﬁ T Seoa?

Domande successive:
a) Non ci sono simmetrie aisuali: la presenza della sfera rende non applicabile la simmetria piana,
mentre la presenza del piano rende non esatta la simmetria sferica. L’unica parziale simmetria si
ottiene considerande che se si ruota il sistema di 180 ° intorno a uno qualunque degli, assi indicati non
cambia nulla, e qiindi E(7) = —E(—r).
b) Per quanterdetto al punto precedente, il modulo del campo per z < 0 & 10'stesso che si ayrebbe per
x > 0. Ilicampo ¢ tuttavia diretto nel verso delle x negative
c) Per x > R 2% + R? ~ 22 e quindi

B(r) = 5 + £
che corrisponde alla somma del campo generato dal piano infinito e'dalla sfera.\L’assenza, per grandi
x del termine corrispondente al foro nel piano ¢ ragionevole, i1 quanto da-grande distanza il foro
apparirebbe estremamente piccolo e quindi trascurabile. Per @.ancora maggiori diverrebbe trascurabile
anche il termine corrispndente alla sfera, come ¢ logico che sia dato.che il campo generato da una sfera
si annulla come 1/r? al crescere di 7
d) Per un punto non appartenente all’asse, il camporsarebbe/Stato dato ancora dalla differenza fra il
campo generato dal piano e quello generatosdal. disco, piti4l campo generato dalla sfera. Tuttavia, in
questo caso il campo generato dal disco nomsarebbe fagile'da calcolare, in quanto il conto er un disco
¢ eseguibile con ragionevole facilita soloflungo il suo.asse:




Esame 10/2/2003

Due piani uniformamente carichi con densita di carica superfi-

ciale +0 e —o (0 = 1072C/m?) sono posti ad una distanza d
d = 1lem 'uno dall’altro. Ponendo un sistema di riferimento con
I’asse x perpendicolare ai due piani e con origine a meta fra i
due piani, quanto vale il campo nei due punti P, = {0,0,0} e
P, = {1.5d,0,0}? Se i due piani fossero sostituiti da due fili;uni= | P,
formemente carichi (con \; = —X2 = ), quanto deve walere A
perche il campo nel punto P; sia lo stesso che nel . caso dei due
piani? Quanto vale, con questo valoré"di A, il ¢ampo-nel punto +to -0
P?

SOLUZIONE:

Il campo nelle vicinanze di du€ piani uniformemente carichi, con carica uguale e pposta, & pari a o /e
nello spazio fra i due piani‘e zero all’esterno di essi. Quindi, con i dati del problema,

E(P)=0/e=113V/m; E(P) =0

Un filo uniformemente’carico produce un campo di modulo |E| = A/(2megr) (dove r ¢ la distanza«dal
filo), diretto radialmente mel piano perpendicolare al filo, uscente se A > 0 ed entrante nel caso opposto.
Nel caso in questione, ponendo l’asse x come indicato nel testo, il campo complessivo generato dai
due fili con densita di carica lineare uguale e opposta sara, lungo l'asse x

A A

- —d/2
2mep(—x — d/2) + 2meo(—x + d/2); HAS /
A A
E = 19 5
(@) 2meo(d/2 + x) + 2meg(—z + d)2)° d/2 <@ <d/
A A

- omeo(d/2 + )  2meq(z.—df2) B> d/2

Nei due punti P; e P, il campo vale quindi (z(Py) =0, z(P)-= 1:5d)

X A 2\
E(P = =
(P1) 2mepd /2 i 2wepd/2  meod
A A A
E(3)

2men2d 3 2megd - _27T6()Cl
Per trovare il valore di A bisogna a ‘questo punto uguagliare E(P;) al valore precedentemente trovato:

2\
B(P) = 5 =113 V/m — X\ =157 x 107 "c/m

TEQ

Inserendo tale valore'nell’espressione di F(P,) si ottiene infine

A
2megd

E(Py) = =283V/m



Esame 10/9/2003

Due anelli isolanti di raggio r, uniformemente carichi, sono dis- z
posti coassialmente uno sopra l’altro, ad una distanza d I’ uno I R
dall’ altro (v. figura). Calcolare 'espressione del campo lungo - ’/r\
I’asse z, passante per il centro dei due anelli, ed in particolaretil \,,,\777/,//
campo nel punto intermedio fra i due centri degli anelli. Cal¢olare d 7O‘P
infine l'espressione del potenziale sull’asse z nel limite z > d (Sug- / .)\\
gerimento: eseguire prima il limite z > r e poi il limitewz">> d). \\\\,,V,/r/

Dati: d = 0.1 m, » = 0.05 m. La carica dei due anelli & pari a
+Qo (anello inferiore) e —Q) (anellosuperiore)y con (o = 1uC.

SOLUZIONE:

Il campo generato da un anello unifermemente carico con carica complessiva g vale, lungo il suo asse
Qo z

Ey= 1
A7 dreg (r2 + 22)32 )

Ponendo 'origine deglinassi'nel punto intermedio fra i due anelli, il campo complessivo sara dato dalla
somma dei campi generati- dagli anelli. Orientando ’asse z verso I’alto,

po Qo { z+d/2 B z—d/2 ]
e (r2 4 (z4+d/2)2)3/2  (r2 + (2 — d/2)?)3/2

Nel puntedntérmedio fra i centri degli anelli si ha z = 0 ed il campo vale dunque

(2)

Qo { B

dmeo L(r? +(d/2)?)%2  (r¥g(=d/2)?)%
Qo d
dreg (r2 + (d/2)2)3/2

= 254 x 10°N/C

/2 —d/2 ]

Infine, se si considera ’espressione del campo generato da-un anello nel limite z > r si ottiene

Qo z
Qo 1

dqreg 22

che ¢ equivalente al campo,generato da una carica puntiforme. Essendo i due anelli di carica uguale
ed opposta, 'espressione del potenziale a grandi distanze dai due anelli ¢ quindi uguale al potenziale
di un dipolo:

1 Qod
V(Z > d) >~ 47T60 7

()

dove si e ‘consideratoche, essendo I’ asse z parallelo al dipolo, indicando con R vettore che unisce il
dipolo al.punto in ‘cui si vuole calcolare il potenziale, lungo z si ha p’* R =pR = QodR e R = z.



Esame 11/2003 (*)

Un anello isolante di raggio r e due fili anch’essi isolanti di
lunghezza 2r sono disposti su un piano come indicato in figura.
Inizialmente, ’anello e’ scarico e i due fili hanno entrambi una
carica complessiva Qg = 10uC, distribuita uniformemente lungo
ciascun filo. Calcolare, in questa configurazione, il campe, lungo
I’asse z, perpendicolare al piano e passante per il puntoidove i
due fili si incrociano. Ad un tempo tg, ’anello vienescaricato con
una carica complessiva Q4 = —20uGCs, distribuita, uniformemente
sull’anello. Calcolare il campo lungo Passe z in‘questa nuova con-
figurazione, e verificare se esiste gimpunto {ed in questo caso quale)
in cui il campo si annulla.

A
A\

2r

SOLUZIONE:
Il campo generato da un filo uniformemente carico sdi lunghezza 2r, sul suo asse, & dato da

B, _@o 1 _ Qo 1
I~ ez (2r)2 + 422)172 ~ 8megz (12 + 22)1/2

Essendo i duesfili, ugualmente carichi, il campo complessivo generato dai duéufili' e quindi‘il'doppio di
questo campo, € cioe

Qo 1

E—
dmegz (r2 + 22)1/2

Quando viene caricato anche ’anello, al campo dei due fili_si"aggiungetil campo dell’anello

Qa z

Ei=
A7 dre (@B P22)3/2
Ed il campo complessivo vale
g - 1 Q4 z
dregz (12 + 22) U2 dmey (r2 + 22)3/2
P aureate o
dreg(PERe2)/2 [ 2 r2 422

Tale campo puo annullarsi'solo se la, quantita fra parentesi quadre si annulla, ovvero se

= — — — =
z rZ 4 22 Qa 12422

Q_  Qaz @ _ 2

da cui si ottiene

2 —QO/QA 2 1/2 2 2

T Tv /@ 112t 7T

da culi infine

z==r



Esame 17/12/2001

Un cavo coassiale ¢ costituito da un cilindro metallico di raggio
R; e da un guscio cilindrico (di raggio interno Ry > R; e raggio
esterno R3 > Ry), coassiale al cilindro, della stessa lunghezza.
Si consideri un cavo coassiale di lunghezza infinita, e si carichi
il conduttore interno in modo che possegga una carica di 1uC
per ogni metro di lunghezza, lasciando complessivamente scarico
il conduttore esterno. Determinare direzione e verso del.campo
elettrico su un piano perpendicolare all’asse del cawo:"Calcolare,
sullo stesso piano, il modulo del campd’elettricosin funzione della
distanza r dall’asse del cavo in tuttoWlinterallo di walori da r = 0
ar=-4oo.

SOLUZIONE:

Il sistema ha simmetria cilindrica, € quindi anche il campo avra la stessa simmetria. In particolare,
il campo sara’ diretto lungo il*piane ortogonale all’asse del cavo, e sara diretto radialmente. Si puo’
allora usare il teorema di Gauss per ottenere il valore del campo elettrico in funzione di r: presa una
superficie gaussiana cilindrica coassiale al cavo, di altezza h, il campo sara costante e ortogonale alla
superficie laterale dellagsuperficie cilindrica, e parallelo alle basi superiore ed inferiore. Il flusso“del
campo attraverso la superficie gaussiana sara quindi pari al flusso sulle pareti laterali, essendo il'flusso
attraverso le basi.superiore ed inferiore nullo (E -dS = 0):

O(E) — /EE-dg

= F dS
XL

= E27mrh = Qs/€

dove X é la superficie gaussiana cilindirca e Xj, é la porzione laterale della stessa, mentre Qx; €’ la
carica contenuta all’interno di . Si distinguono 4 casi:

1. r < Ry: Essendo il cilindro metallico, non ci Sono cariche.alisto interno e quindi una qualunque
superficie gaussiana contenuta all’interneor del*cilindrofmon’ contiene nessuna carica: @y = 0 —
E = 0. Del resto, il campo all’interno_di,un metalloie sempre nullo. . .

2. Ry < r < Rs: la carica contenuta all’interno di% éJla carica presente sulla superficie del cilindro,
in un tratto di altezza h:

QE — 0'1271'th

dove o1 ¢ le densitaidi carica,superficiale sulla superficie del cilindro. Prendendo h = 1m, la
carica complessivayin un metro di cavo &, come detto nel testo, 1uC', e quindi

O‘127TR1h = IILLC

1 2
o= ZWthMC/m

1
- QE 27TR1h< ﬂ'th) ,U,C

e quindi




3. Ry < r < Rs: Il campo all’interno del metallo di cui e costituito il guscio cilindrico deve essere
nullo (E(r) = 0). Utilizzando il teorema di Gauss, questo significa ‘$ per Ry < r < Rz la

superficie gaussiana cilindrica non deve contenere alcuna carica, o @x = 0. Ma la carica
complessiva all’interno della superficie gaussiana ¢ pari alla so lla carica sulla superficie

del cilindro pin la carica sulla superficie di raggio Rs:

Qs = 271'R1h01 + 2%% :— 0

— 09 = —01

del guscio deve essere ugual posta rica sulla superficie interna: considerando un
tratto di cavo lungo h:

4. r > Rs: il guscio cilindrico e co gsswa%gxas‘:tro quindi la carica sulla superficie esterna

&? = —2mwR3hos
‘b Qe — o3 = —(Ra/R3)o2

Complessivamente, la c%ntenuta in una superficie gaussiana cilindrica di raggio r > R3 e
altezza h ¢ pari a

Qy = 27Th(01R1 + oo Ry + 0’3R3)
‘0 = 2who1Ry = 1/LC ® *0

%0 E = Qx/(2merh) = 2“07&



