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L’equazione di Schrodinger in tre dimensioni

* Equazione di Schrodinger in una dimensione:
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Estensioni alle tre dimensioni

L’eq. di Schrodinger ¢ lineare anche in 3D->
v, ;¥, soluzioni = W =ay,+by, soluzione

E’ ancora possibile ricercare le soluzioni con la tecnica della
separazione delle variabili: Y(7.7) =y (7)e(7)

Trovero in questo modo le soluzioni stazionarie ad energia definita:

2
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m

iEt/n

p(t)=e

eq. di Schrodinger in 3d indipendente dal tempo
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Normalizzazione: j j j V(7O (F, ) dxdydz = jw*(f)y/(f)d3r=1
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Proprieta di continuita analoghe al caso 1D 53



Buca di potenziale infinita in 3D

0 O<x<L,0<y<L,0<z<L,
U(x,y,z)= >

+00 altrimenti —>w(x,v,z)=0
Tentiamo una soluzione nella forma: w(x,y,z)=F(x)G(y)H(z)

L’eq di Schrodinger diventa:

_h2 1 d’F(x) N 1 d°G(y) N 1 d’H(z) UG ) = E
2m|\ F(x) dx’ G(y) dy’ H(z) dz’° "

2 2
L4 _¢ . S rC,+C)=E
F(x) dx 2m 4 ,
k=" s =2 n? ninte
Soluzione: £, (x) =sen(k, x)\2/L, " = L. R —

La richiesta di continuita in 0 e in L_ porta alla quantizzazione in x.
Vo o (5,9, 2) =sen(k, x)sen(k, y)sen(k, 2,2 /(L,L,L,)

2 2
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Forze (e potenziali) centrali

MC: Forze centrali:  F= 7(r)a, r=|F|
Sono conservative: 3U(r): F=-VU(r)

0

Nel moto si conserva il momento angolare L: %
MQ: proprieta analoghe per 1 potenziali centrali U(7) :
S1 avranno soluzioni Y¥(7,7) con momento angolare definito.
Numeri quantici associati al momento angolare: due e solo due!
[ : numero quantico associato al modulo <‘ Z‘2> = I(I+ )i’

m : numero quantico associato ad una componente (L,)=mh
numero quantico magnetico: —/<m</

[ndeterminazione di Heisenberg: non si hanno stati a definito L, Ly, L,
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Eq di Schrodinger in coordinate polari

2 2

—j—sz//(F)JrU(F)l//(F):El//(F) - —j—mvzw(r,é’,w)+U(r)w(r,9,<0)=Ew(f’,9,(ﬂ)
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x=rsinfcos V=

y=rsin@sin @ _)iiﬂrzijJri 1 i(sine 5 j+ 1 &
z=rcost P orl" or) r*lsin’6 06 00 ) sin’ 0 8¢’

Le variabili angolari compaiono solo in un termine....

Ricerco le soluzioni nella forma: ¥ (,0,9)=R(r)Y (0, )

2

1o o) 1 0
—| sin @ + Y (0, 0,
[Sin2986’( aej sinzﬁagoz] ©.AL) 9

B B (i dz(rzR(V)) ' R(r))—l—U(l’)R(”) = ER(r)
r

2m\ 7 dr?
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Momenti angolari

Armoniche sferiche: { ! i(sin@ 0 j+ 1 0 2]Y/"(ea,gu)=1(1+1)Y,m(49,¢))
sin” @ 060 060 ) sin" 6 op
C=I(+1) [ intero
-l <m<I, m intero P,(0)=1, B,(0)=cosf, B,(0)==Lsino,
Y"(0,0) = 22 +1 P, (0)e" Po(0)=3cos’ 6L, P,,(6)=—/3sinOcosb,
T
—m m m * H H
Y7(0.0) = ()" ("(0.9) £2(0) = sin

oy ox
LY"(0,p)=mnY"(0,9)

- -2 2 1 8 . a 1 82
:‘r/\p‘ =n"— sin & +— 5
sin~ 6 060 060 ) sin” 6 O0p

LY (0,9) =11+ DR’1Y" (6,9)

e . 0 ., 0
Operatore L,: L.=xp,—)p, = x(—lh —j - y(—zh —j = —ih—

Operatore L°:

[ numer1 quantici m ed I servono per classificare gli stati stazionari 3D;
Definiscono completamente la parte angolare della funzione d’onda



Alcune armoniche sferiche semplici




Funzione spaziale

Soluzioni nella forma: w(r,0,9)=R(r)Y(0,p)
n ( 1 d(r*dR(r)/ dr) l(l+1)h2 » (”)j+ U(IR() = ER(F) dipende da 1
2m dr r ma non da m

Una eq differenziale in una funzione: per stati legati s1 avra una
relazione di quantizzazione ed un nuovo numero quantico che ¢
detto numero quantico principale (n)

Gli stati stazionari saranno quindi identificati da terne di numerti:
n,l,m — vy, . (r0,p)=R (NY"(6,0) E=E,  =f(nl)
Degenere per m
Una generica soluzione di stato legato sara:

v 0.0)=Y3 S ¢ v (0.0=SY Y ¢ R(AL(0.0)

n [ m=-I n I m=-I

Le condizioni 1niziali/al contorno definisconoic, ;,, 59



Atomo di idrogeno

Sistema protone-elettrone tenuto insieme dalla forza elettromagnetica

. 1 € : . _ mm,
U(F) =U(r)=-———2 Massa ridotta: = .
dre, r e Ty

:me

E’ un potenziale centrale: conosciamo gia le soluzioni angolari
- armoniche sferiche -

. B2

Parte radiale: -

2m

L d(rzdR(r) /dr) N [(I+ 1)752
r’ dr P

R(r)j +U(r)R(r)=ER(r)

L - * 1 R
[.’energia & quantizzata: E =-— "¢ _
& ! " 2(47&*90)2?%2 n®  n

n=1273,. E=-13.6eV
El = Roo
Occorrono 13.6 €V per 10onizzare un Energia di Rydber

atomo di idrogeno
(liberare I’elettrone dal legame atomico)

™ (8
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Soluzioni radiali

Le soluzioni all’equazione
o [ 1 d(dR(r)/dr) I+’

R(r)) +U((r)R(r)=ER(r)

2m\ r’ dr e
Sono dette funzioni di Laguerre: ! R, ,(r)
n=1,23...,+0 [=01,...n—1 Lo D" /ag/z
7 -r/(2ay) 3/2
Raggio di Bohr: 4, = M =0,0529 nm 20 2(1_m)j/(2a ) /(2a(;/)z
me 2,1 2\5;%6 " /(2a,)
30 (2-35+55)e 0 /(3a,)™"?
n,l

pn_l_l(r/ao)e—r/(nao) /(nao )3/2

Distanza media elettrone-protone:

2 2 2 2 2 2_4
Voo = AN (<r >:<x +y +z >=aon )

Stato fondamentale: v...(n%¢)=v.,,(r.9%0)=R @)Y (3,0)= |—
ay 61



Livelli energetici

E, =- me42 123, E=-136eV
2(4re,))"h” n
E * 0 1 o 3 1 [=0,....n—1
L R T T T T R ::::::::::::;;;.:Z g NotaZlone Spettrosc()plca
d_ 13 = 0123 4°5
R b n=2 Lettera: spd f g h
capienzae: 2 6 10 14 18 22
Questa struttura di base rimane 70
anche per altri atomi Usk—
Idrogeno: 1e = 1§V 1s12892p0. ...
136 4 ——  n=1 Elio: 2¢ > 1¢2) 1522592pY....
S Litio: 3¢ > 15228V 1s22s12p0....

Ossigeno: 8¢ =2 15225221@ 1522522p*3593p0. . ..
Argento: 47¢ > 1522522p63s23p63d104s24pt4d1055L)

T A ﬂ?’nﬂ?’;ﬂfa f‘]’\;m;f‘]’\ﬂ r]iﬁpnﬂnﬂn Qn]n AQ]]’1‘I]1’1.1"Y\[\ ]1.‘7Q]]{\ Nnercr1ttnatn



Transizioni tra livelli

Perdita di energia

v

-13.6 7

= per passaggio tra due stati
=3 (transizione)
n=2
Serie di NE—F _E —p 1 1
Balmer TRy T e g_n_z

L’energia ¢ emessa sotto forma

Serie di di energia luminosa: 1 fotone di energia AE
Lyman
n=1 AE =ho = %

La serie di Balmer da luce visibile

Le transizioni tra livelli possono comportare emissione o

assorbimento di fotoni 63




Spettri di elementi

Spettr1 di emissione
Idrogeno (le):

Elio (2¢):

Mercurio (80¢):

.. o [ ——— e USSR >
Spettri di assorbimento N N ,
S S .

I luce Assorbimento selettivo Schermo

Continuous
spectrum

Spettro del Sole

Absorption A B l= D E F G HEK

spectrum

of hydrogen

Emission
spectrum
of hydrogen

Ha Hy HB Hao
(410)  (434) (486) (656)

T A cnattra ecnlara A A1 acenrhimantnl



Emissione spontanea e stimolata di fotoni

« Le transizioni tra stati possono essere dovute a: urti
atomici/molecolari, modifica di legami chimici; spontanee e
stimolate da radiazioni elettromagnetica.

La probabilita di emissione di un fotone di energia E=%o vale:

(1fotone, E =hw)=F(1+n,)

emzsszone

Probabilita di assorbimento:

(1fotone, E =hw)=n_P,

assorbimento

n_ E il numero di fotoni che hanno pulsazione pari a ®

65



Emissione stimolata: LASER

« Sistema quantistico dove 1’emissione ¢ principalmente stimolata

Principio di funzionamento: inversione di popolazione + stimolazione

, Livello di pompaggio ..
E 4 pomp gg . 1. transizione forzata
2 Livello di emissione, o o
Inversione di popolazione 2. transizione non radiatiy
1 ; N eniss(€ ) >Ny 4(€7) 3. transizione radiativa
V/\VVVV N\ »Luce monocromatica A stimolata
Livello fondamentale

Stimolazione: P, issione = o (1+1,)
I A e 1| Luce laser
NN AN
MAAAASEN VAVAVAVE
NAAVAVAR VAVAVARES AN VA2 aVAVAVAV:S
Specchio Specchio

iflettivita 100% Riflettivita 99% o6



Aspetto storico: atomo di Bohr (1913)

 Ipotesi: forza coulombiana, orbite circolari (classiche)

—

L

- 1 ¢ - 1 ¢ v
F(r)=- — 7, F =ma, — =m—
dre, r dre, r r
2 e’
V=
dre, m

h

» Impulso: p=mv== e Lunghezza dell’orbita: 277

Ipotesi di Bohr: in un’orbita I’elettrone fa un numero intero
di lunghezze d’onda

2xr 27y h
—=n — n= P —> L=rp=n—=nh
h 27 )
. _47z50h2 » £ —_ me L:_&
Da Cul. rh = mez n =d,n n 3(472'80)2h2 nZ n2

Eccezionale potere predittivo con tale 1potesi! 57



